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1. O ntimero médio de colénias por quadrado é dado por uma média ponderada dos valores das
contagens de colonias (i = 0,1,2,...,9), sendo as ponderagoes dadas pelas frequéncias observadas
(O;) para cada contagem:
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2. Pede-se um teste y? baseado na estatistica de Pearson, para aferir a hipotese da variavel aleatoria
X que representa as contagens de colénias por quadrado seguir uma distribuicao de Poisson. Nao
é previamente especificado qualquer valor para o parametro A dessa distribuigao, pelo que serd
necessario estimé-lo. Sabe-se que, numa distribuicao de Poisson, o parametro A corresponde ao
valor esperado da variavel, pelo que é natural estimé-lo no nosso caso pelo ntimero médio de
contagens por colénia, que foi calculado na alinea anterior. Assim, toma-se A= 1.2, e a hipotese
nula correspondera a que a variavel de contagens X tenha distribuigao Poisson (com esse valor
do parametro), sendo a hipotese alternativa que X tenha outra qualquer distribuigdo. Ao abrigo
desta hipotese nula, a contagem esperada (estimada) associada ao valor i (1=0,1,2,...,9) é dada
por E; =100 x p;, com p;=P[X = i]=e"12 1—,21

. Estes valores sao dados na tabela seguinte.

1 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
pi | 03012  0.3614  0.2169 0.0867 0.0260 0.0062 0.0012 0.0002 0.0000 0.0000
E; | 30.1194 36.1433 21.6860 8.6744 2.6023 0.6246 0.1249 0.0214 0.0032 0.0004

Esta tabela merece dois comentarios: (i) o valor da tltima classe deveria estar associado ao
acontecimento “9 ou mais colénias”, a fim de garantir que todos os possiveis resultados de X
sdo contemplados; e (ii) sabemos que a validade da distribuicio da estatistica do teste x? é
apenas assintotica, considerando-se a aproximacao aceitdvel quando se verificam as condigoes de
Cochran. Assim, serd necessario agrupar classes com E; < 1, e de forma a garantir que ndo mais
de um quinto das classes remanescentes tenha valor esperado estimado inferior a 5. Esta dupla
condicao sera garantida caso se agrupem as classes correspondentes a X > 4, resultando em cinco
classes. Assim, a estatistica de teste e respectiva distribuicao assintética sob Hg é dada por:
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onde i = 47 representa a classe de valores X >4, k = 5 indica o niimero de classes apos o
agrupamento efectuado, e r=1 resulta da necessidade de subtrair um grau de liberdade por cada
pardmetro estimado para a especificacao completa da hipotese nula. Eis os valores esperados
estimados, valores observados e parcelas da estatistica do teste y? resultantes:



1 0 1 2 3 4+
E; 30.1194 36.1433 21.6860 8.6744 3.3769
O; 27 50 11 6 6

(Oi-Bi)? 0.3231  5.3124  5.2656 0.8245 2.0376

E;

O valor da estatistica de teste é a soma das parcelas na tltima linha da tabela: Xgal . =13.7632.

Este valor calculado da estatistica tem de ser comparado com o valor fronteira duma regiao
critica unilateral direita, associada ao nivel de significincia pedido no enunciado, «=0.05. Esse
limiar é X3_05(3) =7.815. Uma vez que Xialc: 13.7632 > 7.815:)(305(3), rejeita-se a hipotese nula
e, uma vez que o parametro foi estimado a partir dos dados, sendo por isso o valor de A mais
favoravel & hipotese de Poisson, podemos concluir que as contagens nao seguem uma distribuicao
dessa natureza. Duas contagens (i = 1 e i = 2) contribuem com parcelas importantes para a
rejeicao desta hipotese nula, embora de formas diferentes: existem bastante mais quadrados
observados na placa com uma tinica colénia, e bastante menos quadrados com duas colénias, do
que seria de esperar ao abrigo da hipotese de Poisson. Nota: Este facto sugere a possibilidade
de existir algum mecanismo de protecgao das colénias de bacterias, visando dissuadir a presenca
na proximidade de colénias concorrentes.

Acrescente-se que se poderia objectar, em relacdo a experiéncia descrita no enunciado, que as
contagens nas quais se baseia o teste nao sao, na realidade, contagens independentes (como deve-
riam ser para assegurar a validade do teste), uma vez que a contiguidade espacial dos quadrados
permite supoOr a existéncia de efeitos de interferéncia nas contagens. Da mesma forma, quadrados
nas zonas periféricas da placa nao estarao em igualdade de circunstancias com quadrados nas
zonas centrais da placa.
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1. Neste ponto considera-se a regressao linear multipla de qres sobre zen, az e pos.

(a) O valor R% = 0.7038 significa que esta regressio linear multipla explica mais de 70% da
variabilidade das resolucgoes espaciais das imagens observadas, valor bastante aceitével.

(b) Pede-se o valor ajustado da variavel resposta qres, correspondente aos valores dos pred-
itores indicados no enunciado. Ora a equagao do modelo ajustado é gres = —6.87563 +
6.78759 zen — 0.12423 az + 2.55470 pos. Substituindo os valores indicados, tém-se qres =
—6.87563 + 6.78759 x 20 — 0.12423 x (—100) 4 2.55470 x 60 = 294.5812m. As unidades de
medida (metros) sdo, naturalmente, as unidades de medida da variavel resposta.

= % Sabe-se que R?md =1- %, sendo QMT = 32. Pelo

enunciado tem-se VOQMRE = 69.6 e R?md = 0.7014, pelo que QMT = s2 = QMRE _

Yy -RZ
69.62
T=0.7017 — 10222.9.

(d) Pede-se um teste F' parcial para comparar este modelo completo de regressao multipla com
o submodelo de regressao linear simples, tendo por tnico preditor a varidvel explicativa
mais correlacionada com a varidvel resposta qres. A partir da matriz de correlagoes dada
no enunciado conclui-se que o melhor preditor é zen, e que o coeficiente de determinagao na
respectiva regressio linear simples sera R2=0.81732=0.6679793. O teste F' parcial pedido
é assim:

(c) E pedido o valor de s2




Hipéteses: Hp : R?=R? ws. H; : R?>>R2 onde R? indica o coeficiente de deter-
minagdo populacional do modelo completo e R? quantidade idéntica para o submodelo.

Estatistica do Teste: F' = % Pi?%}f; O Flpkn(p+1)), S0b Ho, sendo k=1 o namero

de preditores do submodelo.
Nivel de significAncia: a=P| Erro do tipo I | = P| Rej. Hy | Hy verdade | =0.05.

Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Frae > fo.052,368) =~ 3.00.

Conclusoes: Tem-se F, .= % W =22.2390. Logo rejeita-se tranquilamente Hy,
i.e., considera-se que a qualidade de ajustamento do modelo completo é significativa-
mente melhor (ao nivel a =0.05) do que o da melhor regressao linear simples. Deve

optar-se pelo modelo completo, apesar de ser menos parcimonioso.

Designando a variavel resposta qres por y e o preditor zen por z, tem-se y = by + by x, com

by = Lt = rpy 2 = 0.8173% [ itoregs = 6.733 € by = §—b1 T = 370.43—6.733x30.379 =
165.88."

Pede-se um teste de hipoteses relativo a regressao linear simples, nao se dispondo da listagem
dos resultados do ajustamento de um tal modelo. No entanto, é possivel responder, com base
na informacao disponivel, ja que sabemos que numa regressao linear simples, sao equivalentes
o teste t & hipotese de o declive 1 da recta populacional ser nulo e o teste I’ de ajustamento
global. Dispoe-se da informagao necesséria para testar as hipoteses indicadas no enunciado
através dum teste de ajustamento global.

Hipo6teses: Hp : (51 =0 ws. Hy :p1 #0.

Estatistica do Teste: F' = (n—2) % N F1,n-2), sob H.

Nivel de significAncia: «=P| Erro do tipo I | = P| Rej. Hy | Hy verdade | =0.05.
Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Frare > fo.051,370) ~ 3.84.

Conclusées: Como se viu acima, R?>=0.6679793. Logo, Fi.q.=370 % =744.3883.
Assim, o declive da recta de regressao é signficativamente diferente de zero, ao nivel
a=0.05 (e mesmo para niveis de significancia muito inferiores, tendo em conta o valor

muito elevado de Fiy.).

2. Neste ponto considera-se o modelo ciibico para a variavel resposta qres, usando como preditor
a variavel zen. A equacdo do modelo é qres = By + 31 zen + By zen? + B3 zen® + e.

(a)

(b)

Numa regressao linear, o coeficiente de determinacdo R? mede a proporcio da variabilidade
total da varidvel resposta que é explicada pelo modelo ajustado. Neste caso, existem dois
modelos, com a mesma varidvel resposta, ajustados com o mesmo conjunto de dados. Assim,
é perfeitamente legitimo comparar as proporgoes da variabilidade total das resolugoes es-
paciais das imagens observadas que sao explicadas por cada modelo. Concretamente, pode
afirmar-se que modelo ciibico, isto €, polinomial de terceiro grau, na variével zen, explica
uma propor¢ao maior da variabilidade total (78.93%) do que o modelo de regressao linear
multipla inicial, com trés preditores (que explica apenas 70.38% da variabilidade total das
resolugoes espaciais observadas). No entanto, nao estamos perante um modelo e submod-
elo (uma vez que na equagao de cada modelo ha parcelas preditoras que nao constam do
outro modelo), razao pela qual nao seria possivel aplicar um teste F' parcial para ver se as
diferencas nos coeficientes de determinacao se podem considerar significativas.
e

QMRE (1—hii)

(ver formulério). No caso desta observagao, sao dados no enunciado os valores do residuo

i. Por definigao, um residuo (internamente) estandardizado é dado por r; =



usual (e; =230.9676) e do efeito alavanca (h;; = 0.008574429). Na listagem de resultados
do ajustamento do modelo é ainda dado (sob a designagao Residual standard error) o
valor de QM RE =58.71. Substituindo na férmula, tem-se r; =3.951017=4.

ii. Sabemos (ver formulario) que a distancia de Cook duma observagao pode ser calculada a
partir do seu residuo (internamente) estandardizado r; e efeito alavanca h;;, pela formula

D, = 7“22 (lf};) 1%' Tendo em conta os valores ja referidos e o facto de existirem p = 3
17

parcelas de preditores, tem-se D; = 3.951017% x % i = 0.03375227 ~ 0.035.

(¢) O valor do residuo (internamente) estandardizado (r; ~ 4) é bastante elevado, o que indica
tratar-se duma observacao relativamente afastada da curva polinomial de terceiro grau ajus-
tada. Esse facto é visivel na nuvem de pontos dada no enunciado onde (com o auxilio das
coordenadas associadas ao ponto em cada eixo, dadas no enunciado) é possivel identificar o
ponto em questao como o ponto isolado mais acima, na quarta “coluna”’ a contar da direita.
No entanto, nao se trata duma observacao influente no ajustamento do modelo, como se
pode concluir pelo seu valor bastante baixo de distancia de Cook (D; = 0.03375227), muito
abaixo do limite de guarda (0.5) e proximo de zero. Ou seja, a exclusao desta observagao
do conjunto de dados nao conduziria a alteracoes sensiveis na curva ajustada. Também o
valor do efeito alavanca associado a esta observagao é modesto: h;; = 0.008574429, um valor
abaixo do valor alavanca médio, que sabemos ser h = pTH = 3% = 0.01075269. Assim, esta
observacao nao tem qualquer efeito importante de “atraccao” da curva ajustada. Tratando-
se duma observacao atipica, nao tem um grande impacto no ajustamento do modelo o que,
em parte, reflecte também o elevado ntimero de observacoes disponiveis. Esta alinea ilustra
o facto de que os conceitos de residuo elevado, efeito alavanca e influéncia, estando embora
relacionados, nao sao equivalentes.

(d) Um modelo quadratico € um modelo polinomial de segundo grau, cuja equagao é da forma
gres = By + B1 zen + B zen? + €. Trata-se dum submodelo do modelo cibico originalmente
ajustado, e os dois modelos s@o equivalentes caso se verifique a condi¢ao f3 = 0 no modelo
ctbico. Com base na informagao disponibilizada, é possivel testar esta hipdtese.

Hipo6teses: Hp :f(3=0 wvs. Hy :p3#0.
33—53‘110

Estatistica do Teste: T" = N Ly (ps1), sob Hy.

033
Nivel de significancia: a = P| Erro do tipo I | = P| Rej. Hy | Hp verdade | = 0.05.
Regiao Critica: (bilateral) Rejeitar Ho se |Teare| > to.025(368) ~ 1.97.

Conclusoes: Tem-se, a partir do enunciado, T,,. = 3.475. Assim, rejeita-se a hipotese
nula 3 = 0, pelo que reduzir o grau do polinémio ajustado conduziria a resultados
signficativamente piores. Esta conclusao poderia ser obtida de forma mais sintética,
citando o valor de prova associado a estas hipoteses de teste (p = 0.000572), que é
inferior a todos os niveis de significAncia usuais.
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1. Trata-se dum delineamento factorial a dois factores, em que os a=6 niveis do factor ano (factor
A) sao cruzados com os b =4 niveis do factor genotipo (factor B), existindo observagoes em
todas as ab=24 situacoes experimentais resultantes.

Inspeccionando a tabela-resumo do modelo ANOVA ajustado, rapidamente se conclui que foi
utilizado um modelo ANOVA a dois factores, com efeitos de interaccao. Na tabela existe uma



linha associada aos efeitos principais do factor A (ano), uma linha associada aos efeitos principais
do factor B (genotipo), uma linha associada aos efeitos de interac¢ao (ano:genotipo) e uma
linha associada aos residuos (Residuals). A partir dos graus de liberdade correspondentes a esta
dltima linha, que sabemos serem, nos modelos lineares, sempre iguais ao nimero de observagoes
(n) menos o numero de parametros do modelo (ab, num modelo ANOVA a dois factores, com
efeitos de interacgao), tem-se n—ab=192, pelo que existem ao todo n=192424 =216 observagoes.
Uma vez que o enunciado assegura tratar-se dum delineamento equilibrado, isto é, com um
nimero comum n. de observac¢oes nas ab= 24 situagoes experimentais (células), conclui-se que
em cada célula (combinagio ano/genétipo) foram observadas n.= 2y = % =9 repetigoes.

. Designando por Yjj;, o valor da variavel resposta rendimento (rend), na k-ésima repeticao (k =
1,2,...,9) noanoi (i = 1,...,6), genotipo j (j = 1,2, 3,4), temos o seguinte modelo ANOVA para
um delineamento factorial a dois factores, com efeitos de interaccao:

o Yiir = pi1 + a; + B + (af)ij + €ijk, Vi, j, k, sendo 11 o rendimento esperado do primeiro
genotipo (AI0122) no primeiro ano (1994); «; o efeito principal (acréscimo ao rendimento)
associado ao ano i (com a restricao oy = 0); f; o efeito principal (acréscimo ao rendimento)
associado ao gendtipo j (com a restrigao 1 = 0); (a/3);; o efeito de interacgao (acréscimo
ao rendimento) associado & combinagao do gendtipo j com o ano i (e com as restrigoes
(aB)ij=0sei=1 ou j=1); e finalmente €;;; o erro aleatério da referida observacao.

e Admite-se que os erros aleatorios sao todos Normais, de média zero e varidncias homogéneas:
eijr NN (0, 0?), para qualquer 1, j, k.

e Admite-se que os erros aleatorios €;;, sao independentes.

. Existem trés tipos de efeitos no modelo: os efeitos principais do factor A (ano), «;; os efeitos
principais do factor B (genotipo), ;; e os efeitos de interaccao ano-genotipo, (af3);;. Para cada
tipo de efeito existe um teste F', cuja hipdtese nula consiste na inexisténcia do referido tipo
de efeito e a respectiva hipotese alternativa consiste na existéncia, em pelo menos um caso, do
referido tipo de efeito. Eis em pormenor o teste I’ para os efeitos de interaccao.

Hipoteses: Hy : (of8)i; =0, Y i,5 vs. Hp : 3i,j tal que (af)i; # 0.

Estatistica do Teste: Fyp = 8%%@ N Fl(a=1)(b—1),n—ab]» SOb Ho.
Nivel de significancia: o = 0.05.

Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Feae > fo.05(15,192) = 1.7 (entre os valores
tabelados 1.75 e 1.67).

Conclusoes: Como Fu. = 0.759 < 1.7, nao se rejeita Hy, nao sendo assim possivel concluir pela
existéncia de efeitos de interacgao (ao nivel a = 0.05 e, pela analise do p-value p = 0.72116,
também para todos os niveis usuais de «).

NOTA: Esta conclusao nao é surpreendente, uma vez que os genétipos estudados ja tinham sido
objecto duma analise prévia que conduziu a sua selec¢cao precisamente por nao terem revelado
aquilo a que se chama interacgao genétipo-ambiente, ou seja, revelaram rendimentos estéveis em
diferentes meios ambiente.

Uma inspecgao rapida permite concluir que a situagao sera diferente no que concerne aos out-
ros dois testes F. Assim, num teste & existéncia de efeitos principais do factor ano, em que as
hipoteses em confronto sdo Hy : a; =0, Vi vs. Hp : 3i tal que a; # 0, o valor de prova, resul-
tante da estatistica de teste F' ovEE " Fla—1,n—ap); sob Hp, é dado no enunciado com sendo



indistinguivel de zero (p < 21 x 1071%), o que indica uma rejei¢ao clarissima da hipotese nula.
Analogamente, no teste aos efeitos principais do factor genétipo, em que as hipdteses em con-
fronto sao Hy : B; =0,V j vs. Hy : 37 tal que 3; # 0, o valor de prova resultante da estatistica
de teste F'= QQM% N Flp—1,n—ap); Sob Hop, € p=0.00301. Este p-value conduziria a rejei¢ao de Hy
a niveis de significancia como a=0.05 ou a=0.01, embora para um nivel a=0.001 ja a conclusao
teria de ser nao rejeicao de Hy. Assim, é legitimo admitir a existéncia de efeitos principais de
genotipo, embora estes nao sejam tao claros como os efeitos do factor ano.

. Trata-se dum gréfico de interaccao, cuja natureza foi estudada nas aulas. A auséncia de efeitos
de interaccao, acima discutida, é aqui reflectida no facto das curvas seccionalmente lineares
associadas a cada nivel do factor ano serem aproximadamente paralelos. Deste gréafico ressalta
também que os efeitos principais de ano, cuja existéncia foi claramente indicada pelo respectivo
teste F', resultam, em boa medida, dos rendimentos do ano 1999, que foram sistematicamente
maiores que os restantes e, embora em menor medida, dos rendimentos do ano 1994, que foram
sistematicamente menores. Esta realidade é também visivel na tabela de médias do enunciado.
Estes dois anos sao os principais responséveis pela conclusao de que nem todos os efeitos a; serao
nulos. A existéncia de efeitos de gendtipo (que néo era tao clara no teste F') é mais dificil de
visualizar neste grafico.

. Caso se tivesse ignorado a existéncia do factor ano e estudado os dados através dum modelo
ANOVA com um unico factor (genotipo) a tabela-resumo teria de ser recalculada. Sabemos
que numa, tal tabela apenas existiram duas linhas: a do factor ano e a residual. Sabemos
também que a Soma de Quadrados do Factor teria igual formula (logo igual valor) ao SQB do
modelo para o delineamento factorial equilibrado a dois factores, e que também os graus de
liberdade e o Quadrado Médio correspondente seriam iguais. Assim, SQF = SQB = 36.2, com
b—1 = 3 graus de liberdade associados, pelo que QM F' = 12.1. Por outro lado, as trés Somas de
Quadrados restantes, que constam da tabela-resumo no enunciado (isto é, SQA, SQAB e SQRE
dos residuos do modelo a dois factores, com interac¢ao) terao de somar o valor de SQRE no
modelo a um tunico factor. De facto, a soma de todas as SQs da tabela tem de ser igual a SQT,
valor esse que nao depende do modelo ajustado e, como tal, é igual nos dois casos. Indicando
a Soma de Quadrados Residual do modelo apenas com o factor genotipo por SQRE,, tem-se
SQRE; = SQA + SQAB + SQRE = 1661.1 + 28.7 4+ 483.2 = 2173. Os graus de liberdade
associados a esta Soma de Quadrados sdo, como sempre, o nimero total de observagoes menos o
numero total de pardmetros do modelo que, neste caso do modelo apenas com o factor gendtipo
significa n—b=216—4=212 (alternativamente, pode pensar-se que ¢ a soma dos graus de liberdade
correspondentes as somas de quadrado acima indicadas: g.l.(SQRE,)=5+15+192=212). Estes

valores permitem construir o novo Quadrado Médio Residual, que serd QM RE, = % =
% = 10.25. A estatistica F' do tinico teste F' sobrante neste novo contexto (o teste aos efeitos

de genotipo) seré agora Frgp. = QQA%SE = % =1.1805. Assim, a tabela-resumo deste novo modelo

a um Unico factor sera:

Fonte de variagao g.l.  SQs QMs Foaie
Factor (genotipo) 3 362 121 1.1805
Residual 212 2173 10.25 -

O teste a existéncia de efeitos do factor tera agora como limiar (ao nivel de significancia a=0.05)
o valor fo5(3,212) & 2.65. A conclusao ¢ agora de nao rejeigao de Hp, ou seja uma conclusao
diferente (para o mesmo «) do que no caso do modelo a dois factores com interacgao. Esta
diferenca de conclusoes resulta do facto de, para igual numerador na estatistica F', o denominador



(QMRE) ser agora consideravelmente maior (10.25 em vez de 2.5), o que por sua vez resulta
do facto de toda a variabilidade associada aos efeitos agora retirados do modelo, e sobretudo
a consideréavel variabilidade associada ao factor ano, ter ido parar a variabilidade residual (nao
explicada pelo modelo, que agora ja nao prevé efeitos de ano). Esta diminui¢do no valor de Fy.
de 4.800 para 1.1805 significou (mesmo tendo em conta os diferentes graus de liberdade associados
a estatistica) que Fyq . deixou de pertencer a regiao critica do teste. Esta situagao ilustra a ideia
geral de que fontes de variabilidade nos valores da variavel resposta que nao estejam previstos
no modelo tendem a inflacionar o Quadrado Médio Residual, logo a diminuir o valor de F_g,
podendo desse modo mascarar a existéncia de reais efeitos de outro tipo, previstos no modelo.

v

. O modelo de regressao linear multipla relaciona uma variavel resposta Y com p variaveis pred-
itoras Xy, Xo, ..., X;,. Designando por Y o vector das n observacoes da varidvel resposta Y,
€ o vector dos n erros aleatorios correspondentes, 8 o vector dos p + 1 pardmetros do modelo,
Bo, B1, ..., Bp, € X a matriz n x (p+ 1), cuja primeira coluna é constituida por n uns e cada uma
das restantes p colunas contém as n observagoes duma variavel preditora, tem-se (ver também o
acetato 222 das aulas teoricas):

Yi 1 Liay T2y 0 Tpgy Bo €1
Y L @1,y Zan) o Tpg B1 €2
Y = Y3 , X = 1 1‘1(3) :CQ(S) e zp(g) R ﬁ = /82 , €= €3
Y 1 Ll T2y 7 Tpeay Bp €n

O modelo de regressao linear mutlipla é entao dado por duas condigoes (acetato 232):

(a) Y=XB+e¢
(b) & N N,(0, 0°L,,) ,

sendo 0 o vector de n zeros e I,, a matriz identidade n X n. Na segunda condicao, indica-se
que o vector dos erros aleatoérios segue uma distribuicao Multinormal, com vector médio dado
pelo vector de zeros (ou seja, cada erro aleatério individual tem valor esperado zero) e matriz
de variancias-covariancias diagonal, com os elementos diagonais todos iguais a ¢?. Uma vez
que, numa matriz de (co-)varincias os elementos diagonais representam as variancias de cada
componente do vector, esta condigao indica que V[e;] = 02, Vi. O facto de os elementos nao
diagonais da matriz o2 I, serem todos nulos equivale a dizer que a covariancia entre elementos
diferentes do vector aleatorio dos erros é sempre nula (ou seja, Covle;, €;] =0, sempre que 7 #
Jj) e, como sabemos, numa distribuigao Multinormal, tal facto implica a independéncia desses

elementos.

. A equagao do modelo Y = XB + € significa que Y é a soma dum vector aleatério (€) mais
um vector nao aleatorio (X8). Ora, pela Propriedade 5 da Multinormal (acetato 231), a soma
dum vector aleatério Multinormal (neste caso, €) com um vector nao aleatorio (neste caso, Xf)
preserva a Multinormalidade. Para obter os parametros da distribuicao de Y basta recordar que
esses parametros sao, respectivamente, o vector esperado e a matriz de varidncias-covariancias
do vector e aplicar as propriedades operatorias dadas nos acetatos 226 e 227. Assim (e como
para qualquer vector aleatéorio W e vector nao aleatério a se verifica E[W + a|] = E[W] + a),



tem-se: E[Y] = E[XB +¢| = XB + Ele] = XB, e este é o primeiro parametro da distribuigao
N
=0
Multinormal de Y. Por outro lado, e tendo em conta que V[W + a] = V[W], tem-se V[Y] =
V[XB +¢€] = V[e] = 021, por hipétese do modelo. Logo, e como pedido no enunciado, tem-se
Y NN, (X,B, o? In). As propriedades acima referidas estdo também sintetizadas no formulério
disponivel no exame.

. Sabemos que o vector de estimadores dos pardmetros, ,B , € dado por: ,B = (X'X)"1X'Y, pelo
que ,B resulta de pré-multiplicar o vector aleatério Y pela matriz (ndo aleatéria) B = (X'X) ™! X,
Tendo em conta as propriedades de vectores esperancas e matrizes de (co-)varidncias deste tipo
de produtos (ver Acetatos 226 e 227 das teoricas, e também o formulario: E[BW] = BE[W] e
VBW]| = BV[W|B'), tem-se:

(a) B[B] = E[(X'X)'X'Y] = (X'X)"'X'E[Y] = (XX TXXB = 8.

(b) Em relagao a matriz de (co-)variancias tem-se:

VB = V[(X'X)T'X'Y] = (X'X)I X VY] [(XIX) X
= (X'X)'X'0%L, X [(XIX) T = XK [(XIX)] T = 2(XX) L



