3 REGRESSAO LINEAR MULTIPLA

Exercicios - Estatistica e Delineamento - 2017-18

3 Regressao Linear Miltipla

AVISO: Os conjuntos de dados de vérios exercicios desta sec¢ao encontram-se disponiveis num ficheiro
de nome exerRL.RData, disponivel na pagina web da disciplina. Para disponibilizar estes conjuntos de
dados deve-se:

e Descarregar o ficheiro exerRL.RData para a directoria onde tem a sua sessdo de trabalho (de
preferéncia uma pasta chamada AulasED num pen).

e Carregar, a partir duma sessao do R nessa directoria, o referido ficheiro, utilizando a opcao Load
Workspace no Menu File ou, alternativamente, através do comando load("exerRL.RData").

Se tudo correu bem, na sessao do R deverao estar agora disponiveis (confirme com o comando 1s()) os
objectos brix (Exercicio 2), videiras (Exercicio 7), milho (Exercicio 9), trigoAlentejo (Exercicio 10)
e ameixas (Exercicio 14).

EXERCICIOS

1. O repositorio de dados (http://archive.ics.uci.edu/ml/) da Universidade da California, Irvine,
contém muitos conjuntos de dados em formato comma separated value (csv), que podem ser facil-
mente lidos através do comando read.csv da aplicagao R. Considere o conjunto de dados “Wine
recognition data” desse repositorio (fonte: Forina, M. et al, PARVUS - An Extendible Package for
Data Ezploration, Classification and Correlation. Institute of Pharmaceutical and Food Analysis
and Technologies, Via Brigata Salerno, 16147 Genoa, Italy) que contém os resultados da andlise
quimica de vinhos de trés castas de uma determinada regiao de Italia. As 14 colunas da tabela de
dados correspondem respectivamente as variaveis casta (factor V1 com 3 niveis), teor alcodlico (V2),
teor de acido malico (V3), cinzas (V4), alcalinidade das cinzas (V5), teor de magnésio (V6), indice
de fendis totais (V7), teor de flavonoides (V8), teor de outros fenois (V9), teor de proantocianidinas
(V10), intensidade de cor (V11), matiz (V12), razao de densidades opticas em duas frequéncias,
0D280/0D315, (V13) e teor de prolina (V14).

Proceda a leitura dos dados através do comando

vinhos<-read.csv("http://archive.ics.uci.edu/ml/machine-learning-databases/wine/wine.data",
header=FALSE)

e exclua da tabela de dados a primeira coluna (um factor que indica a casta) criando uma nova
data frame, através do comando vinho.RLM<-vinhos[,-1].

(a) Ha interesse em modelar o teor de flavonodides (variavel V8), um antioxidante de medigao dificil
e dispendiosa. Nessa perspectiva, comente o resultado do comando plot (vinho.RLM).

(b) Efectue um teste de ajustamento global do modelo de regressao linear simples do teor de
flavonoides (V8) sobre o teor alcodlico (V2). Comente o resultado tendo em conta o valor do
coeficiente de determinagao e a nuvem de pontos das observagoes para essas duas variaveis.
Determine o valor das trés Somas de Quadrados associadas a esta regressao.
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(c¢) A partir da matriz de correlagtes entre as variaveis sob estudo, diga qual a melhor recta de
regressao simples para prever o teor de flavonoides (variavel V8). Para a regressao linear simples
que escolher, determine o coeficiente de determinacao e realize a correspondente decomposicao
da soma dos quadrados total.

(d) A variavel preditora utilizada na alinea anterior também nao é simples de medir, tal como
sucede com as variaveis V9 e V10. Foi sugerido procurar um modelo de regressao linear miltipla
para a variavel resposta teor de flavonodides (V8) que nao utiliza esses preditores. Foi proposto
um modelo com cinco variaveis preditoras: V4, V5, Vi1, V12 e V13. Ajuste este modelo,
e comente o respectivo coeficiente de determinacio, comparando-o com o R? do modelo da
alinea anterior. O comando do R para ajustar esta regressao linear multipla é:

> Im(V8 ~ V4 + V5 + V11 + V12 + V13 , data=vinho.RLM)

(e) Ajuste uma regressdo linear miltipla do teor de flavonoides (variavel V8) sobre todas as res-
tantes varidveis com o comando summary(1m(V8 ~ . , data=vinho.RLM)).

i. Use o valor do coeficiente de determinagao obtido com esse comando para determinar a
decomposicao da soma dos quadrados totais. Comente os resultados.

ii. Compare os coeficientes estimados das variaveis preditoras com os correspondentes coefi-
cientes das variaveis preditoras presentes nos modelos anteriores. Comente.

2. Num estudo sobre framboesas realizado na Secgao de Horticultura do ISA foram analisados frutos
de 14 plantas diferentes, no que respeita a 6 diferentes variaveis. As variaveis observadas foram: (i)
o didmetro dos frutos (em cm); (ii) a sua altura (em cm); (iii) o seu peso (em g); (iv) o seu teor
de solidos soluveis, briz (em graus Brix); (v) o seu pH; (vi) o seu teor de ag¢icar, exceptuando a
sacarose (em ¢g/100ml). Os dados encontram-se na data frame brix. Os resultados médios de cada
variavel, para as framboesas de cada planta sao:

Diametro Altura Peso Brix pH Acucar

1 2.0 2.1 3.71 8.4 2.78 5.12
2 2.1 2.0 3.79 8.4 2.84 5.40
3 2.0 1.7 3.656 8.7 2.89 5.38
4 2.0 1.8 3.83 8.6 2.91 5.23
5 1.8 1.8 3.95 8.0 2.84 3.44
6 2.0 1.9 4.18 8.2 3.00 3.42
7 2.1 2.2 4.37 8.1 3.00 3.48
8 1.8 1.9 3.97 8.0 2.96 3.34
9 1.8 1.8 3.43 8.2 2.75 2.02
10 1.9 1.9 3.78 8.0 2.75 2.14
11 1.9 1.9 3.42 8.0 2.73 2.06
12 2.0 1.9 3.60 8.1 2.71 2.02
13 1.9 1.7 2.87 8.4 2.94 3.86
14 2.1 1.9 3.74 8.8 3.20 3.89

(a) Construa as nuvens de pontos correspondentes a cada possivel par de variaveis. Calcule os
coeficientes de correlacao correspondentes a cada grafico. Comente.

(b) Pretende-se modelar o teor de Briz a partir das restantes variaveis observadas. Escreva a
equacgao de base do modelo de regressao linear multipla com Briz como variavel resposta e as
restantes variaveis como preditoras. Quantos parametros tem este modelo?

(¢) Determine o valor das estimativas dos parametros do modelo indicado na alinea anterior.
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(d) Discuta o significado biologico da estimativa do coeficiente da variavel Peso. Quais sao as
unidades de medida desta estimativa?

(e) Discuta o significado da estimativa by do parametro 5y. Comente.

(f) Discuta o coeficiente de determinagao do modelo. Em particular, compare o coeficiente de de-
terminagao da regressao miltipla com os coeficientes de determinagao associados as regressoes
lineares simples (com a mesma variavel resposta) da alinea 2a). Comente.

(g) Utilize o comando model.matrix do R para construir a matriz X do modelo. Com base

nessa matriz, obtenha o vector b dos pardmetros ajustados, através da sua foérmula, b =
(X!X)71(X'¥), onde ¥ ¢ o vector das observagoes da varidvel resposta.

3. Considere uma regressao linear simples duma variavel Y sobre uma variavel X, com base em n
pares de observagoes {(z;,y;)}" ;. Considere ainda a notagao utilizada nas aulas (em que X indica
uma matriz com duas colunas: uma coluna de n uns, e uma coluna com os n valores x; da variavel
preditora X; e ¥ indica um vector com os n valores da variavel Y). Mostre que:
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(d) Mostre que as variancias e covarincias dos estimadores By e 51 dos parametros da recta de
regressao sao dados pelos elementos da matriz o2 (X'X)~1:

2
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(e) Deduza a partir do facto que b = (X'X)~!(X'y), as formulas para by e by obtidas na abor-
dagem inicial da Regressao Linear Simples.

4. (a) Mostre, a partir da sua definigao, que a matriz de projecc¢ao ortogonal H numa regressao linear
miltipla ¢ idempotente (HH = H) e simétrica (H' = H).

(b) Mostre que a projecgao ortogonal sobre o subespago das colunas da matriz X, C(X), de qual-
quer vector pertencente a esse mesmo espago (Xa € C(X)) deixa esse vector invariante.

(c) Mostre, a partir da expressao do vector dos valores ajustados de Y, § = Hy que, também
numa regressao linear miltipla, a média amostral valores observados de Y, {y;}"_;, é igual a
média amostral dos valores ajustados {;}7 ;.

ISA/ULisboa — Estatistica e Delineamento — 2017-18 3



3 REGRESSAO LINEAR MULTIPLA

5. Seja Wy «1 um vector aleatorio. Mostre que se verificam as seguintes propriedades:

( [@W] = aE[W], sendo a um escalar (nio aleatorio).
(b) E[W + a] = E[W] + &, sendo & um vector nio aleatério.
[aW] = a2V[W], sendo o um escalar (nio aleatério).
(d) V[W + &) = V[W], sendo & um vector nio aleatorio.
(e) Considere um segundo vector aleatério Ugx1. Mostre que E[W + U] = E[W] + E[U].

6. Considere o conjunto de dados iris, disponivel no R. Considere apenas as observagoes das quatro
variaveis morfométricas: largura e comprimento de pétalas e sépalas (todas em c¢m) em n = 150
lirios.

(a) Construa as nuvens de pontos para cada possivel par de variadveis. Comente.

(b) Ajuste uma regressao linear multipla da largura das pétalas sobre as restantes trés variaveis
preditoras. Comente o coeficiente de determinacao obtido.

(¢) Interprete os valores das estimativas dos coeficientes de cada uma das variaveis preditoras.

(d) Considere o sinal do parametro b; associado ao preditor Sepal.Length, na regresséo linear
miltipla acima ajustada. Tendo em conta a nuvem de pontos relacionando a variavel resposta
Petal.Width com o preditor Sepal.Length, obtida na alinea 6a), qual seria o sinal do declive
nessa recta de regressao? Comente.

(e) Construa os intervalos a 95% de confianga para (1, B2 e 3. Comente.

(f) Teste se é admissivel considerar que um aumento no comprimento das sépalas, mantendo os
restantes preditores fixos, esta associado a uma diminuicao na largura média das pétalas.

7. A medigao rigorosa de areas foliares faz-se através de técnicas destrutivas. Deseja-se obter um mo-
delo que permita estimar areas foliares (Area) de castas de videiras, utilizando varidveis preditivas
que possam ser medidas sem arrancar as folhas da videira. Concretamente, deseja-se prever as areas
foliares a partir de trés medigoes em cada folha:

e o comprimento da nervura principal (NP);
e o comprimento da nervura lateral esquerda (NLesq); e

e o comprimento da nervura lateral direita (NLdir).

Foram consideradas trés diferentes Castas de videiras: Fernao Pires, Vital e Agua Santa, mas
deseja-se obter um modelo dnico para todas as castas. Na Seccao de Horticultura do ISA foram
seleccionadas 200 folhas de cada casta, e para cada folha obtiveram-se as medigoes de cada variavel
preditora (em cm), bem como a medigao da 4rea foliar (em cm?) pela técnica mais rigorosa. Os da-
dos obtidos constam do objecto videiras (ver o Aviso no inicio destes Exercicios, com informagoes
sobre a forma de aceder aos dados). As 6 primeiras linhas da data frame em questdo sao:

Casta NLesq NP NLdir Area

1 Fernao Pires 11.4 13.8 10.7 200
2 Fernao Pires 8.8 9.1 9.4 126
3 Fernao Pires 13.2 14.5 13.0 274
4 Fernao Pires 11.7 13.8 10.7 198
5 Fernao Pires 9.7 12.0 10.6 160
6 Fernao Pires 12.0 11.5 11.6 236
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Desenhe as nuvens de pontos para cada par de variaveis observadas. Comente.

(a)

(b) Calcule a matriz de correlagoes entre as 4 variaveis observadas. Comente.
) Descreva o Modelo de Regressao Linear Multipla associado ao problema.
)

Ajuste a regressao multipla referida na alinea anterior e comente. Em particular, teste o
ajustamento global do modelo.

(e) Admitindo a validade do modelo, teste, com um nivel de significAncia de o = 0.01, a hipotese
de que, a cada centimetro adicional na nervura principal (e sem alterar os comprimentos das
nervuras laterais) corresponda um aumento da area foliar de 7 em?. Repita o teste, mas agora
utilizando um nivel de significancia o = 0.05. Comente.

(f) Sera admissivel considerar que os coeficientes das duas nervuras laterais sao iguais? Justifique
formalmente.

(g) Foram medidas as nervuras de trés novas folhas, na videira. Os resultados obtidos foram:

No. folha NP NLesq NLdir

1 12.1 11.6 11.9
2 10.6  10.1 9.9
3 15.1 14.9 14.0

Para cada nova folha, calcule:

i. o valor estimado da area foliar;
ii. um intervalo de confianga (95%) para o valor esperado da area foliar associado a esses
valores das variaveis preditoras;
iii. um intervalo de predi¢ao (95%) para o valor da area foliar de cada folha individual.

(h) Estude os residuos do ajustamento efectuado. Comente.

8. Dezanove escaravelhos da espécie Haltica oleracea e vinte escaravelhos da espécie Haltica carduorum
foram sujeitos a medicoes morfométricas em quatro variaveis: a distancia do sulco transversal a
borda posterior do pro-torax (variavel T'G), o comprimento do élitro (variavel Elytra), o compri-
mento do segundo segmento das antenas (variavel Second.Antenna) e o comprimento do terceiro
segmento das antenas (variavel Third. Antenna). As unidades de todas as variaveis excepto o com-
primento do élitro sdo micrometros (milionésima parte do metro, um). O comprimento do élitro é
dado em centésimas de milimetro.

Alguns dos dados obtidos sao indicados na tabela seguinte.
Species TG Elytra Second.Antenna Third.Antenna

1 oleracea 189 245 137 163

2 oleracea 192 260 132 217 Haltica oleracea
3 oleracea 217 276 141 192

4 oleracea 221 299 142 213

5 oleracea 171 239 128 158
...)

35 carduorum 181 308 157 204
36 carduorum 192 276 154 209
37 carduorum 181 278 149 235
38 carduorum 175 271 140 192
39 carduorum 197 303 170 205
variancia 196.888 502.7085 216.0445 341.8313
média 186.8205 279.2308 147.5385 197.8974

Matriz de correlagoes:
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TG Elytra Second.Antenna Third.Antenna

TG 1.00000000 0.1809792 -0.1671795 -0.07351397
Elytra 0.18097923 1.0000000 0.7265072 0.59184021
Second.Antenna -0.16717947 0.7265072 1.0000000 0.58674692
Third.Antenna -0.07351397 0.5918402 0.5867469 1.00000000

No ambito do estudo dos referidos escaravelhos, pretende-se estimar o comprimento do élitro como
funcao das restantes variaveis. Ajustou-se um modelo as 39 observagoes, sem distingao de espécies,
tendo sido obtidos os seguintes resultados.

> summary(flea.beetles4.lm)
Call: Im(formula = Elytra ~ TG + Second.Antenna + Third.Antenna)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -12.8302 42.1040 -0.305 0.76238
TG 0.4874 0.1598 3.050 0.00435
Second.Antenna 0.9703 0.1879 5.164 9.78e-06
Third.Antenna 0.2923 0.1477 1.979 0.05567

Residual standard error: 13.62291 on 7777 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.66, Adjusted R-squared: 7777
F-statistic: 7777 on 7?77 and 7?77 DF, p-value: 2.513e-08

A matriz de varidncias-covariancias para os parametros estimados é a seguinte:

> vcov(flea.beetlesd.lm)

(Intercept) TG Second.Antenna Third.Antenna
(Intercept) 1772.744496 -5.3085813030 -2.862555366 -1.7882851425
TG -5.308581 0.0255422781 0.004612691 -0.0007265865
Second.Antenna  -2.862555 0.0046126915 0.035306802 -0.0162119398
Third.Antenna -1.788285 -0.0007265865 -0.016211940 0.0218088275

(a) Complete a tabela, indicando os valores em falta (graus de liberdade, valor calculado da
estatistica F', R? ajustado).

(b) Discuta a qualidade de ajustamento do modelo, tendo em conta a informagao disponivel. Na
sua discussao, inclua um teste formal do ajustamento, indicando as hipoteses em confronto, a
natureza da estatistica do teste e os pressupostos adicionais cuja validade teve de admitir.

(¢) Interprete o significado bioldgico da estimativa associada a variavel TG.

(d) Teste formalmente se é admissivel considerar que para cada micrometro adicional no segundo
segmento de antena (e mantendo fixos os restantes preditores), o comprimento do élitro au-
menta, em média, menos de 10 micrémetros (Nota: atengao as unidades de medida).

(e) Teste formalmente se é admissivel considerar que para cada micrometro adicional simultane-
amente em cada um dos dois segmentos de antena (segundo e terceiro segmentos), mantendo
fixos os restantes preditores, o comprimento do élitro aumenta, em média, 10 micrémetros
(Nota: atengao as unidades de medida).

(f) Teste formalmente se este modelo difere significativamente, quanto ao ajustamento, da regres-
sa0 linear simples do comprimento do élitro (Elytra) sobre o comprimento do segundo segmento
antenal (Second.Antenna). Comente.
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9. No relatorio CAED — Report 17, Towa State University, 1963, sao mostrados os seguintes dados
meteorologicos e de produgao de milho para o estado de Towa (EUA), nos anos 1930-1962.

1 T2 z3 T4 zs5 Tg z7 g z9 y
Prec. Temp. Prec. Temp. Prec. Temp. Prec. Temp. Prod.
Ano 'pré-estagao’ Maio Junho  Junho Julho  Julho  Agosto Agosto milho
(in.) (°F) (in.) (°F) (in.) (°F) (in.) (°F) (bu/acre)
1930 1 17.75 60.2 5.83 69.0 1.49 77.9 2.42 74.4 34.0
1931 2 14.76 57.5 3.83 75.0 2.72 77.2 3.30 72.6 32.9
1932 3 27.99 62.3 5.17 72.0 3.12 75.8 7.10 72.2 43.0
1933 4 16.76 60.5 1.64 77.8 3.45 76.1 3.01 70.5 40.0
1934 5 11.36 69.5 3.49 77.2 3.85 79.7 2.84 73.4 23.0
1935 6 22.71 55.0 7.00 65.9 3.35 79.4 2.42 73.6 38.4
1936 7 17.91 66.2 2.85 70.1 0.51 83.4 3.48 79.2 20.0
1937 8 23.31 61.8 3.80 69.0 2.63 75.9 3.99 77.8 44.6
1938 9 18.53 59.5 4.67 69.2 4.24 76.5 3.82 75.7 46.3
1939 10 18.56 66.4 5.32 71.4 3.15 76.2 4.72 70.7 52.2
1940 11 12.45 58.4 3.56 71.3 4.57 76.7 6.44 70.7 52.3
1941 12 16.05 66.0 6.20 70.0 2.24 75.1 1.94 75.1 51.0
1942 13 27.10 59.3 5.93 69.7 4.89 74.3 3.17 72.2 59.9
1943 14 19.05 57.5 6.16 71.6 4.56 75.4 5.07 74.0 54.7
1944 15 20.79 64.6 5.88 T1.7 3.73 72.6 5.88 71.8 52.0
1945 16 21.88 55.1 4.70 64.1 2.96 72.1 3.43 72.5 43.5
1946 17 20.02 56.5 6.41 69.8 2.45 73.8 3.56 68.9 56.7
1947 18 23.17 55.6 10.39 66.3 1.72 72.8 1.49 80.6 30.5
1948 19 19.15 59.2 3.42 68.6 4.14 75.0 2.54 73.9 60.5
1949 20 18.28 63.5 5.51 72.4 3.47 76.2 2.34 73.0 46.1
1950 21 18.45 59.8 5.70 68.4 4.65 69.7 2.39 67.7 48.2
1951 22 22.00 62.2 6.11 65.2 4.45 72.1 6.21 70.5 43.1
1952 23 19.05 59.6 5.40 74.2 3.84 4.7 4.78 70.0 62.2
1953 24 15.67 60.0 5.31 73.2 3.28 74.6 2.33 73.2 52.9
1954 25 15.92 55.6 6.36 72.9 1.79 7.4 7.10 72.1 53.9
1955 26 16.75 63.6 3.07 67.2 3.29 79.8 1.79 77.2 48.4
1956 27 12.34 62.4 2.56 4.7 4.51 T2.7 4.42 73.0 52.8
1957 28 15.82 59.0 4.84 68.9 3.54 77.9 3.76 72.9 62.1
1958 29 15.24 62.5 3.80 66.4 7.55 70.5 2.55 73.0 66.0
1959 30 21.72 62.8 4.11 71.5 2.29 72.3 4.92 76.3 64.2
1960 31 25.08 59.7 4.43 67.4 2.76 72.6 5.36 73.2 63.2
1961 32 17.79 57.4 3.36 69.4 5.51 72.6 3.04 72.4 75.4
1962 33 26.61 66.6 3.12 69.1 6.27 71.6 4.31 72.5 76.0

(a) Ajuste um Modelo Linear para prever a producao de milho (em bu/acre), utilizando a totali-
dade das restantes variaveis como varidveis preditoras. Comente os resultados.

(b) Determine o valor do R? modificado. Comente.

(¢) Repita o ajustamento da primeira alinea, mas agora excluindo a variavel cronologica x1 do
conjunto de variaveis preditoras. Compare os resultados do ajustamento e o comportamento
dos residuos nos dois casos. Comente.

(d) Utilize um teste ¢ ao coeficiente 51 no modelo com todos os preditores, para ver se é possivel
concluir que os modelos com e sem o preditor 1 tém ajustamento significativamente diferente.
Seguidamente, utilize um teste F' parcial para responder a mesma pergunta. Compare os p-
values obtidos. Discuta a relagao entre estes dois testes.

(e) Teste se o modelo com todas as variaveis preditoras e o modelo apenas com as variaveis predi-
toras que sejam conheciveis até ao fim do més de Junho diferem significativamente. Comente.

(f) Identifique um modelo mais parcimonioso, utilizando o método de exclusdo sequencial de

variaveis baseado nos testes a 5; =0 (a = 0.10). Repita, usando como critério de selecgio o
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valor do Critério de Informagio de Akaike (AIC). Efectue ainda uma pesquisa completa dos
subconjuntos de cada cardinalidade, usando a fun¢ao leaps do modulo R de igual nome.

(g) No ajustamento do modelo escolhido na alinea anterior, mude as unidades de medida das va-
riaveis como indicado de seguida e proceda a novo ajustamento do modelo. Comente eventuais
alteragoes nos resultados.

°F = 3(z-32)°C
Conversoes: 1lim = 254mm
1 bu/acre (milho) = 0.06277 t ha=!

10. Pretende-se relacionar a producao de trigo (variavel trigo, em toneladas), nos 15 anos entre 1986
e 2000, no Alentejo, com as areas semeadas (varidvel superficie, em ha) e 10 variaveis meteorolo-
gicas, bem como a variavel ano. As variaveis comecadas pela letra T indicam temperaturas médias
(graus Celsius) nos meses indicados. As variaveis comegadas pela letra P indicam precipitagoes
(mm) nos meses indicados, anteriores & colheita (sendo P.JJA a precipitagdo total dos meses de
Junho, Julho e Agosto). A variavel Radiacao indica radiacio em W m~2. Os dados meteorolégicos
foram obtidos no Portal do Clima (portaldoclima.pt), do IPMA (Instituto Portugués do Mar
e Atmosfera). As produgdes e areas semeadas de trigo sao dados do INE, Instituto Nacional de

Estatistica (www.ine.pt).

> trigoAlentejo
ano Radiacao T.Jan T.Fev T.Jun T.Jul T.Ago P.Out P.Nov P.Dez P.JJA trigo superficie

1986 154.36 8.78 8.44 20.35 24.32 23.86 65.64 43.91 109.40 44.29 386996 234454
1987 150.62 8.19 8.07 20.86 23.35 24.67 89.75 57.49 114.81 24.93 412396 240382
1988 152.91 9.29 9.63 19.99 23.66 24.03 53.35 97.96 69.80 34.44 305291 218255
1989 169.50 7.47 9.61 19.62 24.60 24.84 58.07 71.26 63.33 25.92 476620 245732
1990 162.29 9.18 9.49 19.04 24.30 24.05 81.22 100.35 75.25 40.75 229490 168573
1991 151.97 8.52 9.43 20.23 23.66 24.88 30.62 112.93 119.44 27.86 478576 224995
1992 147.29 9.18 9.43 19.05 22.59 24.43 56.40 80.65 125.11 33.63 284905 214711
1993 1561.63 9.50 9.51 19.56 23.97 23.67 53.83 97.69 113.79 38.28 308600 185000
1994 147.28 9.36 9.69 18.94 23.44 23.85 55.41 73.66 95.96 28.52 376010 185448
1995 166.59 8.23 9.39 19.48 25.06 24.69 97.74 140.11 76.00 28.62 278999 203485
1996 154.42 9.45 9.96 20.78 23.16 23.66 59.38 68.43 66.98 36.25 345553 193113
1997 150.28 7.40 8.96 20.87 23.57 24.37 63.68 74.19 66.14 29.18 270665 224540
1998 164.44 8.96 9.40 20.38 24.44 24.43 62.81 149.62 129.16 32.17 117957 114830
1999 152.90 9.38 9.07 21.42 24.40 24.20 52.92 103.63 72.98 26.44 286992 183400
2000 143.24 9.14 9.17 20.52 25.28 24.58 65.82 82.99 66.48 33.06 297213 191749

(a) Ajuste uma regressao linear multipla para modelar a produgao de trigo a partir das restantes
variaveis. Discuta a qualidade do ajustamento do modelo, tendo em conta:
i. o valor do coeficiente de determinacao;
ii. o valor do R? modificado;
iii. o resultado do teste F' de ajustamento global.
(b) Utilize o algoritmo de exclus@o sequencial, baseado nos testes aos valores dos coeficientes 3;
(com « = 0.10), para seleccionar um submodelo mais parcimonioso. Acompanhe a evolugao

dos valores de R?, de R? modificado, e do valor de prova (p-value) do teste de ajustamento
global, em cada passo. Comente. Que ligoes gerais sao dadas por este exemplo?

11. Considere de novo os dados do Exercicio 1, relativos as analises quimicas de vinhos.

(a) Utilize o algoritmo de exclusdo sequencial para obter um bom submodelo de regressao linear
multipla para a previsao do teor de flavonoides (variavel V8), partindo do modelo de regressao
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3 REGRESSAO LINEAR MULTIPLA

linear multipla com todas as restantes variaveis como preditores (o modelo considerado na
altima alinea do Exercicio 1). Comente a qualidade do submodelo que escolheu.

(b) Efectue um teste F' parcial para comparar o submodelo que obteve com o modelo completo
original. Comente os seus resultados.

12. Pretende-se estudar a evolugo de caracteristicas relacionadas com a frutificagdo de amoras (Rubus
spp.), e concretamente modelar o ntumero de frutos vingados por cacho (variavel v) a custa de
outras variaveis preditoras. Como potenciais preditores consideraram-se as variaveis: comprimento
dos langamentos frutiferos (variavel c1, em cm); distancia ao solo de cada cacho (variavel d1, em
cm); comprimento do raquis, ou seja, do eixo central do cacho (variavel r, em cm); nimero de botoes
por cacho (varidvel b). Num primeiro estudo, foram efectuadas 64 observagoes destas variaveis, para
uma Unica cultivar. As médias e varidncias para cada variavel, bem como a matriz de correlacoes
amostrais observadas, foram:

v cl dl b r

Médias 16.43750 440.25000 285.79688 | 17.53125 27.60938

Varidncias | 54.85317 | 12187.61905 | 25473.40253 | 63.64980 | 139.89261
cl dl b v r
cl 1.0000000 0.484277382 0.132235969 0.1452308 0.4348473
dl 0.4842774 1.000000000 0.002753756 0.1014318 -0.1313583
b 0.1322360 0.002753756 1.000000000 0.9555627 0.6597847
v 0.1452308 0.101431793 0.955562651 1.0000000 0.5783831
r 0.4348473 -0.131358261 0.659784745 0.5783831 1.0000000

Considere o modelo de regressao linear miltipla para a varidvel resposta v, com as quatro
restantes variaveis como preditoras. Qual o intervalo de menor amplitude onde pode garantir,
com base na informacao disponivel até aqui, que esta contido o coeficiente de determinagao?
Justifique e comente o seu resultado.

Foi ajustada uma regressao linear multipla para a totalidade das variaveis preditoras acima
referidas. Foram obtidos os seguintes resultados gerais.

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 1.586e-01 1.186e+00 0.134 0.8940
cl 5.883e-05 3.599e-03 0.016 0.9870
dl 4.121e-03 2.218e-03 1.858 0.0681
b 9.307e-01 4.780e-02 19.471 <2e-16
r -4.498e-02 3.930e-02 -1.145 0.2570

Residual standard error: 2.087 on 59 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9256,Adjusted R-squared: 0.9206

F-statistic: 183.6 on 4 and 59 DF, p-value: < 2.2e-16

Discuta formalmente a qualidade do ajustamento do modelo.

E admissivel afirmar que, por cada centimetro adicional na distancia ao solo dum cacho, o
namero de frutos vingados no cacho aumenta, em média, 0.005 unidades? Responda usando
um intervalo a 95% de confianga.

()

(d) Deseja-se simplificar o modelo, sem perda significativa na qualidade do ajustamento (o = 0.10).

i. Justifique brevemente qual o modelo de regressao linear com trés preditores que escolheria.

ii. Para o modelo que acaba de escolher, calcule os valores da Soma de Quadrados Residual
e do coeficiente de determinacao R2.
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iii. Complete o algoritmo de exclusao sequencial para determinar o mais simples submodelo
possivel (a = 0.10), sabendo que os coeficientes de determinagao para todos os submodelos
com dois preditores sao os indicados na tabela seguinte. Justifique as suas afirmagoes.

Preditores R? Preditores R? Preditores R?

{cl,d1} | 0.02236 {cl,b} 0.9135 {cl,r} 0.3485
{d1,b} 0.9229 {dl,r} 0.3666 {b,r} 0.9179

(e) Considere agora a regressao linear simples de v sobre b, isto é, do nimero de frutos vingados
sobre niimero de botoes, por cacho.

i. Diga, justificando, qual a equagao da recta de regressao ajustada e qual o significado da
estimativa do declive da recta, no contexto do problema em questao.

ii. Um investigador chama a atengdo para a relagio existente entre a variavel resposta (v)
e o preditor (b), relacao reflectida no seguinte grafico (NOTA: a recta indicada nao é a
recta de regressao, mas sim a bissectriz dos quadrantes impares).
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Eis alguns graficos relativos aos residuos do ajustamento da regressao linear simples.
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Comente os quatro graficos. Que conclusoes pode extrair, no que respeita a relagao entre
as duas variaveis, e quais as implicagoes para o modelo de regressao linear simples que
acaba de ajustar?

13. Num estudo duma espécie de arvores pretende-se estabelecer relagoes entre a altura dos troncos
das arvores, o respectivo didmetro a altura do peito e o volume desses troncos. Foram efectuadas
medigoes destas varidveis em n = 31 arvores, sendo os resultados designados pelos nomes Altura
(medida em pés), Diametro (medido em polegadas) e Volume (medido em pés ciibicos). Eis os
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valores de algumas estatisticas descritivas elementares, bem como dos coeficientes de correlacao
entre as variaveis:

> apply(arvores,2,summary) > apply(arvores,2,var)
Diametro Altura Volume Diametro Altura Volume
Min. 8.30 63 10.20 9.847914 40.600000 270.202796
1st Qu. 11.05 72 19.40
Median 12.90 76 24.20 > cor(arvores)
Mean 13.25 76 30.17 Diametro Altura Volume
3rd Qu. 15.25 80 37.30 Diametro 1.0000000 0.5192801 0.9671194
Max. 20.60 87 77.00 Altura 0.5192801 1.0000000 0.5982497

Volume 0.9671194 0.5982497 1.0000000

(a) Foi inicialmente ajustado um modelo de regressao linear miltipla para prever os volumes dos
troncos, a partir das suas alturas e didmetro, tendo sido obtidos os seguintes resultados.

Call: 1lm(formula = Volume ~ Diametro + Altura)

[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -57.9877 8.6382 -6.713 2.75e-07
Diametro 4.7082 0.2643 17.816 < 2e-16
Altura 0.3393 0.1302 2.607 0.0145

Residual standard error: 3.882 on 28 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.948, Adjusted R-squared: 0.9442
F-statistic: 255 on 2 and 28 DF, p-value: < 2.2e-16

i. Efectue o teste de ajustamento global do modelo. Discuta o resultado.

ii. Diga se é possivel simplificar este modelo, obtendo uma regressao linear simples que nao
seja significativamente pior do que este modelo. Utilize os niveis de significAncia o = 0.05
e a = 0.01. Comente.

iii. Independentemente da sua resposta na alinea anterior indique, para cada um dos submo-
delos de regressao linear simples considerados, os Coeficientes de Determinacao e o valor
da estatistica F' no teste de ajustamento global.

(b) Tendo por base experiéncia anterior, foi sugerido que se poderia ainda melhorar o ajustamento
procedendo a uma transformagao logaritmica de todas as variaveis. O ajustamento resultante
é indicado de seguida.

Call: Im(formula = log(Volume) ~ log(Diametro) + log(Altura))
[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>[t|)
(Intercept) -6.63162 0.79979 -8.292 5.06e-09 *x*x
log(Diametro) 1.98265 0.07501 26.432 < 2e-16 **x*
log(Altura) 1.11712 0.20444 5.464 7.81e-06 *x*x
Residual standard error: 0.08139 on 28 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9777, Adjusted R-squared: 0.9761
F-statistic: 613.2 on 2 and 28 DF, p-value: < 2.2e-16
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i. Qual é a relacao de base considerada por este modelo, em termos das varidveis originais
(ndo logaritmizadas)?

ii. Discuta a seguinte afirmagao: “o ajustamento dos dados logaritmizados é melhor, tendo
em conta o maior Coeficiente de Determinacao, o maior valor da estatistica F' e ainda os
residuos mais pequenos do que no caso dos dados nao logaritmizados”.

iii. Desconfiado de métodos estatisticos, um membro da equipa investigadora sugere que seria
mais facil estimar o volume dos troncos admitindo que estes eram cilindricos. Nesse
caso o volume seria dado por v = w72 h, onde v, r e h indicam o volume, raio e altura do
tronco, respectivamente em unidades de medida compardveis. Teste se este modelo simples
é admissivel, a luz do ajustamento feito neste ponto e tendo em conta as unidades das
varidveis observadas. NOTA: 1 pé corresponde a 12 polegadas e In(r/24%) = —5.211378.

(c) Foi finalmente decidido experimentar um modelo (sem transformagao das variaveis) em que as
variaveis Altura e Volume trocam de papel em relagdo ao modelo inicial, ou seja, para saber se
a altura dos troncos pode ser descrita, de forma adequada, a partir duma relagao linear com
o Diametro e o Volume. Foram obtidos os seguintes resultados com este modelo:

Call: 1lm(formula = Altura ~ Diametro + Volume)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 83.2958 9.0866 9.167 6.33e-10
Diametro -1.8615 1.1567 -1.609 0.1188
Volume 0.5756 0.2208 2.607 0.0145

Residual standard error: 5.056 on 28 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.4123, Adjusted R-squared: 0.3703
F-statistic: 9.82 on 2 and 28 DF, p-value: 0.0005868

Discuta o resultado deste teste, tendo em conta o valor relativamente baixo do Coeficiente de
Determinagao associado ao ajustamento. Como se pode explicar o facto de esta nova relagao
entre as mesmas trés variaveis utilizadas no modelo da alinea inicial produzir uma muito pior
qualidade do ajustamento?

14. Para fins comerciais, é hébito estimar o peso de ameixas a partir dos seus didmetros. A fim de se
obter uma relacao entre didmetro e peso, valida para uma determinada variedade, foram calibrados
(diametro em mm) e pesados (em g) n = 41 frutos, tendo-se obtido os valores indicados no objecto
ameixas.

(a) Construa a nuvem de pontos de diametro (X) contra peso (V). Comente a relagao de fundo
obtida. Ajuste uma regressao linear simples de peso sobre diametro e trace a recta de regressao
ajustada sobre a nuvem de pontos.

(b) Ajuste um polinémio de segundo grau & relacio entre as duas variaveis: y = Bg + B1x + Bo2>.
Indique as estimativas dos parametros deste modelo. Trace a parabola ajustada por cima da
nuvem de pontos obtida na alinea anterior.

(c) Teste a qualidade do ajustamento do modelo da alinea anterior. Comente.
(d) Inspeccione os residuos do modelo ajustado e comente.

(e) Investigue se vale a pena considerar um polindémio de terceiro grau na relac¢ao entre didmetro
e peso dos frutos.
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15. Nas aulas teoricas foi visto que, dado o Modelo de Regressao Linear Multipla, se tem, para qualquer
combinacao linear a’g,

2 iz
a'g—a'p
Y o N ln—(p+1) >
atp
com 6_ = =+/QMRE - a'(X!X) 'a. A partir deste resultado, deduza a expressio para um inter-

it
valo a (1 — a) x 100% de confianga para a combinagao linear a‘p.
16. Num estudo de macas Royal pretende-se relacionar o calibre das macgas com o seu peso. Com base

em 1273 frutos de calibre (em mm) entre 53 e 79, para os quais foi medido o peso (em g), ajustou-se
um modelo de regressao linear, tendo-se obtido os resultados:

Call: lm(formula = Peso ~ Calibre, data = pesocal)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -210.3137 3.8078 -55.23 <2e-16
Calibre 5.1813 0.0577 89.79 <2e-16

Residual standard error: 8.525 on 1271 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8638,Adjusted R-squared: 0.8637
F-statistic: 8063 on 1 and 1271 DF, p-value: < 2.2e-16

(a) Qual seria a ordenada na origem natural para esta recta de regressdo? Determine um intervalo
a 95% de confianga para verificar se esse valor da ordenada na origem ¢é admissivel, face ao
modelo ajustado. Comente as suas conclusoes.

(b) Um investigador que analisou os residuos do modelo ajustado alega que existe algum efeito de
curvatura, e que seria preferivel modelar o peso através de um polinémio de segundo grau no
calibre. O resultado desse ajustamento foi o seguinte.

Call: lm(formula = Peso ~ Calibre + I(Calibre~2), data = pesocal)
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>[t])
(Intercept) 72.33140 46.76415 1.547 0.1222
Calibre -3.38747 1.41429 -2.395 0.0168
I(Calibre~2) 0.06469 0.01067 6.064 1.75e-09

Residual standard error: 8.408 on 1270 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8677,Adjusted R-squared: 0.8675
F-statistic: 4163 on 2 and 1270 DF, p-value: < 2.2e-16

i. Indique a equacao da parabola que descreve a relagao ajustada.

ii. Considera que o investigador tem razao? Justifique através duma anélise estatistica ade-
quada. Comente os seus resultados, tendo em atenco os valores dos R? de cada modelo.

17. Considere o vector 1,, € R"™, constituido por n uns. Considere um outro qualquer vector X =
(21,72, ...,2,)" de R™, que consideramos um vector de n observagoes numa variavel X.

(a) Construa a matriz P = 1,,(1%1,,)" 1% de projeccdo ortogonal sobre o subespaco C(1,) C R”
gerado pelo vector 1,, (i.e., C(1,) é o conjunto de vectores que sdo multiplos escalares de 1,,).
(b) Mostre que a matriz P da alinea anterior é simétrica (P*=P) e idempotente (PP =P).

(c) Identifique os elementos do vector PX que é a projecgao ortogonal do vector X sobre o subespago
C(1,), e comente.
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. e . e _
(d) Mostre que a variavel centrada X°¢, cujo elemento genérico é x; — T, se pode escrever como
X — PX = (I — P)X, onde I indica a matriz identidade n x n.

(e) Mostre que o desvio padrao das n observagdes da varidvel X é proporcional & norma (compri-
mento) do vector X¢, definido na alinea anterior.

(f) Represente graficamente a situagao descrita nas alineas anteriores. Mostre que se definiu um
triangulo rectangulo em R™. Aplique-lhe o Teorema de Pitagoras e comente.

18. Considere uma regressao linear miltipla.

(a) Mostre que se verificam as seguintes igualdades:

SQT = |Y-P; Y|*? = Y'(I-P;)Y
SQR = |HY-P; Y|* = Y'H-P;)Y
SQRE = |[Y-HY|? = Y'I-H)Y

onde Y indica o vector de observagoes da varidvel resposta, H é a matriz de projeccao ortogonal

sobre o subespago C(X) gerado pelas colunas da matriz X e P; & a matriz de projecgao

ortogonal sobre o subespago C(fn) gerado pelo vector dos n uns, 1,.
(b) Mostre, algebricamente, que SQT = SQR + SQRE.

19. Considere o modelo de regressao linear, sem preditores,

}/1' == ﬂo—l—ﬁi, VZ:L,TL
& N N(0,0%, Vi
{e;}i—, v.a. independentes

Usando a notagao matricial na formulagao do modelo, a matrix X terd uma tnica coluna, composta
por uns, ou seja, X = 1,. Tendo também em atencao o Exercicio 17,
a) Determine o estimador de minimos quadrados de .
Determine a varidncia desse estimador de fy.
Determine a distribuigao de probabilidades do estimador de (.
Determine as expressoes para SQR e SQRE neste modelo. Comente.

Relacione as suas conclusoes com a matéria das disciplinas introdutérias de Estatistica, rela-
tivamente & estimagao duma média populacional com base numa amostra aleatoéria.

(f) Utilize os resultados da alinea 19d) para mostrar que a estatistica do teste F' parcial, com-
parando o submodelo sem preditores com o modelo completo com p preditores, é igual a
estatistica do teste F' de ajustamento global do modelo completo.

20. Counsidere o modelo com equagao base sem constante aditiva,
}/i = ﬂlxi + € (Zzlaan)

(a) Determine o estimador de minimos quadrados para o parametro ;.

(b) Determine a distribuigao de probabilidades do estimador obtido na alinea anterior, admitindo
validas as restantes hipéteses do Modelo Linear.

21. Considere um modelo de regressao linear multipla com p variaveis preditoras, ajustado com base
em n observagoes.
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(a) Descreva pormenorizadamente o modelo, usando a notagao vectorial/matricial.

(b) Mostre que o vector de estimadores dos parametros do modelo, 8, também se pode escrever
como B = B + (X'X) " 1X'.

(¢) Deduza a partir da expressao da alinea anterior, o vector esperado e a matriz de covariancias

do vector dos estimadores, B , a0 abrigo do modelo de regressao linear multipla.

22. Considere os coeficientes de determinagao usual (R?) e modificado (R2,,), no contexto duma
regressao linear multipla com p variaveis preditoras , ajustada com base em n observagoes.

(a) Mostre que se verifica a relagio R%, ,=1— (1 — Rz)n_n(;il)-

(b) Mostre que a estatistica do teste F' de ajustamento global do modelo se pode escrever apenas
2
RZ—-RZ__

mod

a custa de R? e Rfmd, verificando-se F,. =

(c) Mostre que o coeficiente de determinagao modificado é negativo quando R? < —L=. Comente
as implicacoes desta condigao para a estatistica do teste F' de ajustamento global.
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