INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA
ESTATISTICA E DELINEAMENTO
11 de Janeiro, 2018 PRIMEIRO EXAME 2017-18 Uma resolucao possivel

E pedido para efectuar um teste x? para averiguar se a variavel aleatéria X, que conta o nimero de
moscas por armadilha, tem distribuicao de Poisson.

1. Nao sendo especificado nenhum valor do tnico parametro (\) da distribuicdo de Poisson, serd
necessario estimé-lo. A sua estimacao parte do facto de que numa distribuicdo de Poisson, o para-
metro é o valor esperado da v.a.: E[X]=A\. Uma vez que o valor esperado ¢ estimado pela média
amostral, a melhor estimativa de A corresponde a tomar A=7 = T

39
39 —1.625.

2. A distribuicdo x? da estatistica de Pearson ¢ apenas assintética, ou seja, aproximada para grandes
amostras. O Critério de Cochran é uma regra que permite considerar que a amostra é suficien-
temente grande para se aceitar a validade dessa distribuicao assintética. Ao abrigo do critério
de Cochran, nenhum valor esperado (estimado) deve ser inferior a 1, e ndo mais do que 20%
devem ser inferiores a 5. Ora, os valores esperados estimados sao dados por E;=N X 7;, onde
N =24 e ;= P[X =i] é a probabilidade (estimada) de o nimero de moscas na armadilha ser i

(1=0,1,2,...), caso seja verdade que X N Pois(A=1.625). Sabemos que #; = P[X =] :e_)‘%.
Embora o critério de Cochran diga respeito aos valores esperados e nao aos valores observados, a
tabela dos valores observados O; sugere que essas probabilidades sejam menores para os valores
grandes de X, pelo que vamos calcular o valor esperado para um desses valores. Escolhendo i=6,
tem-se que E’G =Nx7mg=24x% e*1'6251'66—2!56 =0.1208566 < 1. Havendo uma contagem esperada
inferior a 1, tem-se ja uma violacao do critério de Cochran. Serd necesséirio agregar classes de

contagem, a fim de se poder aplicar o teste de x? a estes dados.

Nota: A escolha da altima classe obrigaria a trabalhar, ndo com a probabilidade P[X =7], mas
sim com a probabilidade acumulada P[X > 7], j4 que a soma das probabilidades de todas as
classes deve ser 1 e, numa v.a. com distribuicao de Poisson, sao possiveis todos os valores em
Ny, pelo que a classe terminal terd de ser sempre uma classe da form X >c.

3. Tendo sido efectuada a agregacao de classes referida no enunciado, a nova tabela de contagens a
qual se aplicara o teste de x? é:

No. moscas 0o 1 2
No. armadilhas | 8 6 2

>3
8

Eis o teste a validade da distribuicao de Poisson:
Hipoteses: X N Pois(A=1.625) vs. X fiPois(A=1.625).
Estatistica do Teste: E a estatistica de Pearson, na forma de contagens unidimensionais: X?=
k )2
> %, sendo k=4. A distribuicdo assintotica desta estatistica, caso seja verdade Hy,
i=1 :

é XzA _» onde 7=1 indica o parametro que foi necessério estimar.
Nivel de significancia: « = P[ Erro do tipo I | = P[ Rej. Hy | Hy verdade | = 0.01.



Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Hy se x2,,, > Xi(k—l—r) = X3_01(2) = 9.210.

Conclusoes: Como Xzalc = 6.8229, nao se rejeita a hipotese nula, ou seja, admite-se (para o
nivel «=0.01) que a distribuigdo de X seja Poisson, com o valor do parametro 1.625.

II

1. Estuda-se a regressdo linear simples de 1log(PPB) (Y') sobre o indice NDWI (z), cuja equagao do
modelo é Y; = By + B1 x; + €, e que foi ajustada com n=91 pares de observagoes.

(a) Pede-se um teste a hipotese 51 =4, ja que sabemos que o declive da recta corresponde
variacao esperada em Y associada a aumentar o preditor x em uma unidade. Assim,

Hipoteses: Hy : f1=4 wvs. Hy :p1 #4.
Bliﬁl\Ho
O'Bl
Nivel de significancia: a="P| Erro do tipo I | = P| Rej. Hy | Hy verdade | =0.05.

Regido Critica: (Bilateral) Rejeitar Ho se [Tiqic| > t0.025(z0) = 1.99.

Conclusoes: Tem-se T, ,.= bgf‘l = % =—0.5425868. Logo, nao se rejeita Hy, sendo
B1 :

de admitir que um aumento de uma unidade no indice NDWI provoca, em média um
aumento de 4 unidades na log-Produtividade Priméaria Bésica (para o nivel a=0.05).

Estatistica do Teste: T' = N t,_9, sob Hy.

(b) A expressao do intervalo a (1—a) x 100% de confianga para [y é:

| bo—tama)bs » bottsmads [

sendo &Bo = \/ QMRE [% + (E—Q] (a expressao debaixo da raiz quadrada estima a verda-

n—1)s2

deira variancia do estimador 30, cuja expressao é dada no formulario; a estimacao resulta
de substituir o desconhecido valor de o2 por QMRE). O enunciado da-nos os valores de
bo=2.77400 e &BO =0.02872. O valor da distribuigao ¢ pode ser obtido (aproximadamente)
nas tabelas, e € g g25(39) ~1.99. Logo, o intervalo de confianga pedido é: ] 2.7168 , 2.8312 |.
Trata-se dum intervalo a 95% de confianga para a log-Produtividade Priméria Bruta cor-
respondente ao valor 0 do indice NDWI (o valor intermédio da escala em que este indice é
medido). Um intervalo correspondente para o valor de PPB nas suas unidades de medida
(como pedido no enunciado) correspondente a NDWI=0, é obtido exponenciando os extremos
do IC acima: | 15.12 , 16.97 [.

(¢) A expressao dum intervalo de predigdo para uma observagao individual de Y, dado X =z,
¢ dada no formulario. A partir dessa expressao facilmente se constata que:

1. o ponto central do intervalo é fiy|x—, = bo + b1z, que corresponde a estimativa do
valor esperado de log-PPB para X =z. Quando x=0.1, tem-se fiy|x—o1 = 2.77400 +
3.83488 (0.1) =3.15749.

ii. O extremo direito do intervalo obtém-se somando ao ponto central agora calculado, a
distancia entre esse mesmo ponto central e o extremo esquerdo do intervalo, ou seja, o
intervalo termina no valor 3.15749 + (3.15749 — 2.64287)=3.67211. Assim, o intervalo
de predicao ¢ o intervalo | 2.64287 , 3.67211 |.



(d)

iii. O erro padrao associado ao estimador fiy|x—o.1 ¢ dado por &,;LYX_I\/QMRE{}LJF((:?))SQQ}

(que corresponde & expressao do erro padrao associada a uma observagao individual,
constante do formulério, mas sem a parcela “1+”). Conhecem-se todas as quantidades
envolvidas: QMRE = 0.2568; n = 91; z = 0.1; T = 0.03286; e s2 = 0.007910756.
Substituindo, obtém-se: 65, _,, =0.03379672.

Uma relacao linear da forma In(PPB) = Sy + 1 NDWI equivale a uma relagdo expo-
nencial entre PPB (y) e NDWI (z). De facto, exponenciando a equagao anterior, obtém-se
y=ePotbe —ehoehrz No caso em consideracio, e tendo em conta os valores estimados by
e by, tem-se a equacdo ajustada da seguinte exponencial: y = 16.0226¢>#3488 % Sabemos
que uma tal relacao exponencial entre duas variaveis, neste caso, PPB e NDWI, corresponde
a admitir que a taxa de variacao relativa de PPB (considerada funcao de NDWI) é constante,

sendo essa constante dada pelo parametro (1, ou seja, corresponde a admitir Z((;)) = .
Assim, o valor estimado dessa taxa de variacdo relativa de PPB em relacao a NDWI &, no

nosso caso, by =3.83488.

Um modelo poténcia entre duas varidveis y e x corresponde a uma regressao linear simples
entre log(y) e log(x). No entanto, neste exemplo a variavel preditora = (NDWI) toma valores
negativos, pelo que a sua logaritmizagao nao é possivel. Assim, a relagdo poténcia sugerida
no enunciado nao é uma opc¢ao neste caso.

2. Estudou-se uma regressao linear miltipla da mesma varidvel resposta, log(PPB), sobre um con-
junto de p=10 preditores que nao inclui o preditor NDWI usando na regressao linear simples do
ponto anterior.

(a)

A qualidade de ajustamento do modelo é medida através do coeficiente de determinagao
R? e testada através dum teste F' de ajustamento global. O Coeficiente de Determinacio
obtido nesta regressio ¢ R?=0.7257, e corresponde a afirmar que o modelo ajustado explica
cerca de 72,57% da variabilidade observada nos valores da variavel resposta, 1og(PPB), um
valor razoavelmente bom. Esse valor é muito signficativamente diferente de zero (o valor
correspondente ao Modelo Nulo), como se pode verificar no teste F' de ajustamento global:

Hipéteses: Hy : R>=0 ws. H; : R? > 0, onde R? indica o coeficiente de determi-
nacao populacional.

Estatistica do Teste: F = % % N Flpn(p+1), sob Ho.

Nivel de significancia: «=P[ Erro do tipo I | = P[ Rej. Hy | Hy verdade | =0.05.

Regido Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Feae > fo.0500,80 =~ 1.95 (entre os
valores tabelados 1.91 e 1.99)

Conclusoes: Tem-se no enunciado que F.,.=21.16. Logo, rejeita-se Hy, i.e., considera-
se que a qualidade de ajustamento do modelo completo é significativamente melhor
(ao nivel a = 0.05) que a do Modelo Nulo (que corresponde & Hipotese Nula). A
rejeicdo ¢ mesmo muito enfatica, como se pode verificar por um valor de prova (p-
value) indistinguivel da precisio de maquina (p < 2.2 x 10716),

O critério de Informacao de Akaike (AIC), numa regressao linear multipla com k preditores,
é¢ dado no formulario: AIC = n In <%> +2(k+1). Temos n=91; k=p=10; e
um valor de SQRE que pode ser calculado com base no valor (dado no enunciado) de
VOMRE =0.2367 e na relagio QM RE = n‘i%ffl) & SQRE=[n—(p+1)]x (VQMRE)? =
80 x 0.2367% = 4.482151. Logo, tem-se AIC = 91 x In (2482151) 4 22 — —251.9788. Este
valor é directamente comparavel com o valor obtido na regressao linear simples (embora o




preditor da RLS nédo faga parte do conjunto de preditores nesta regressdo multipla), uma
vez que o AIC pode ser usado para comparar modelos de regressao linear diferentes, desde
que tenham a mesma variavel resposta e sejam ajustados com o mesmo conjunto de dados,
o que é o caso. Nessa comparagao, o modelo com o valor menor de AIC é considerado o
melhor modelo. Tendo em conta que o valor AIC = —245.46 obtido na regressao linear
simples &€ maior do que o valor agora obtido, o Critério de Akaike sugere que o modelo da
regressao linear multipla, apesar da sua maior complexidade, é preferivel.

Um teste F' parcial apenas pode ser usado para comparar um modelo e um respectivo submo-
delo (Nota: ou, mais em geral, modelos cujos conjuntos de preditores definam subespacos
encaixados - veja a Breve nota sobre o teste I’ parcial, disponivel na seccdo de material de
apoio as aulas teoricas, na pagina web da disciplina). N&o é o caso neste exemplo, uma vez
que o preditor da RLS (o indice NDWI) ndo faz parte do conjunto de preditores usados na
regressao linear multipla. Assim, nao é legitimo usar o teste F' parcial nesta comparagao. A
comparagao pode ser feita através do AIC (como na alinea anterior), ou mesmo usando os
valores de R?, ja que nesse caso se estaria a comparar valores da propor¢ao de variabilidade
da mesma varidvel resposta explicada por cada modelo.

Trata-se dum gréfico de residuos estandardizados (R;), no eixo vertical, contra valores do
efeito alavanca (h;;) no eixo horizontal. Sao ainda visiveis, nos cantos superior e inferior
direito, curvas de igual valor das distancias de Cook, que medem a influéncia de cada
observagao no ajustamento do modelo. Nenhuma observacao tem um residuo estandardizado
invulgar, havendo uma tnica observagao (em 91) com um residuo R; =~ 3, tendo todos os
restantes valores absolutos inferiores a 2 (ou valores muito pouco superiores a 2). Quanto

ao efeito alavanca, sabemos ter de estar compreendido entre %— L=0.010989 e 1, e de ter

==
valor médio igual a h= pTH = % =0.1208791. Verifica-se que algumas observagoes tém valor
alavanca relativamente elevado, com destaque para a observacao que surge mais a direita no
grafico, com efeito alavanca um pouco acima de 0.5. Nenhuma observagao tem uma distancia
de Cook acima do limiar de guarda (0.5), j& que nenhum ponto se encontra para além das
isolinhas de Cook para esse valor, que sao visiveis nos cantos & direita no grafico. Tendo em

conta a formula que relaciona as distancias de Cook D; com os residuos estandardizados e os

efeitos alavanca (disponivel no formulario), nomeadamente D; :R? <1Elﬁ”> ﬁ, é possivel
calcular um valor aproximado para a distancia de Cook associada & observagdo mais a
direita no grafico, para a qual hy; =~ 0.5 e R; ~ 1. Assim, tem-se D; = zﬁ = % = 0.0909.
Trata-se dum valor relativamente pequeno, ilustrando que os conceitos de distancia de Cook
(influéncia) e valor do efeito alavanca, estando embora relacionados, nao sao equivalentes.

E dado um submodelo com apenas k = 6 preditores. Pede-se um teste F' parcial para
comparar o submodelo com o modelo completo original, de p=10 preditores. Tem-se:

Hipoteses: Hy : R?=R? ws. Hy : R?> R2? onde R? e R? indicam os coeficientes
de determinacao populacional, respectivamente do modelo completo e do submodelo.

Estatistica do Teste: F = ";(f;:l) Ii‘%:R%g N Flpten(p+1))» s0b Ho.

Nivel de significancia: a="P| Erro do tipo I | = P| Rej. Hy | Hy verdade | =0.05.

Regido Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Fiqie > fo.05(4,80] = 2.5.

Conclusoes: Tem-se F,.,. = 84—0 % = 1.822822. Logo, nao se rejeita Hy, i.e.,

considera-se que a qualidade de ajustamento do modelo completo nao difere significa-
tivamente (ao nivel a«=0.05) da do submodelo. Nesse caso, serd justificavel trabalhar
com o submodelo mais parcimonioso, com pouco mais de metade dos preditores.
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1. Trata-se dum delineamento factorial a dois factores, sendo a variavel resposta Y o teor de amido
na mateéria fresca de aboboras; o primeiro factor (A) a data de colheita, com a =4 niveis e o
segundo factor (B) o tratamento usado (também com b=4 niveis). O delineamento é equilibrado,
uma vez que em cada uma das ab= 16 células (situagoes experimentais) existem n. =3 repeti-
¢oes (parcelas). Havendo repeticoes nas células, é possivel (e desejavel) estudar a existéncia de
eventuais efeitos de interacgao, e foi esse o modelo ANOVA ajustado:

o Yii = pi1 + o; + B + (af)ij + €iji, para qualquer i =1,2,3,4, j=1,2,3,4 e k=1,2,3,
sendo j11 o teor esperado de amido na primeira data de colheita (que, por ordem alfabética
seré o nivel Nov, ou seja, Novembro), e com o primeiro tratamento (4); «; o efeito principal
(acréscimo ao teor médio populacional de amido nessa primeira célula) associado & data
de colheita ¢ (com a restricao oy = 0); f; o efeito principal (acréscimo ao teor médio de
amido da primeira célula) associado ao tratamento j (com a restricdo 51 = 0); (af)i; o
efeito de interacgao associado ao cruzamento da data ¢ de colheita com o tratamento j (com
as restricoes (aff);; =0 se i e/ou j forem iguais a 1). Finalmente €;;, é o erro aleatorio
associado a observagao Yjjy.

e Admite-se que os erros aleatérios sdo Normais, de média zero e variancias homogéneas:
€k NN (0,0%), para qualquer i, j, k.

e Admite-se que os erros aleatorios €;;, sao independentes.

2. Sabemos que os graus de liberdade associados a QMRE sao dados por n—ab, onde n é o niimero
total de observacgoes, n=n.ab=3 x 16=48, e ab=16 é o niumero total de parametros existentes
no modelo. Assim, g.l.(SQRE)=32. Sabemos ainda que, para os varios tipos de efeitos, os graus
de liberdade sao dados pelo numero de parcelas de cada tipo de efeito, apds a introducao das
restrigoes, ou seja, associado a SQA ha a—1=3 g.1., associado a SQ B ha igualmente b—1=3 g.1.,
e associado a SQAB ha (a—1)(b—1) =9 graus de liberdade. Os Quadrados Médios sao dados pelas
Somas de Quadrados a dividir pelos respectivos graus de liberdade, pelo que QM B = L?’OS =0.403.
O Quadrado Médio associado ao factor A (para o qual ndo se dispoe ainda da Soma de Quadrados)
pode ser calculado a partir da definicdo da respectiva estatistica Fy = %, uma vez que se

sabe que F4=33.015 e QM RE =0.254. Logo, QM A=33.015x0.254=28.38581. Assim, a Soma

de Quadrados associada ao mesmo Factor A serd dada por SQA=QM Ax(a—1)=8.38581 x 3=

25.15743. Finalmente, o valor da estatistica Fap associada ao teste aos efeitos de interaccao é
_ QMAB __ 0472 __
Nota: Alguns destes valores sofrem erros de arredondamento nos célculos.

Logo, a tabela-resumo completa obtida é:

Df Sum Sq Mean Sq F value

data 3 25.1567 8.386 33.015
tratamento 3 1.208 0.403 1.586
data:tratamento 9 4.250 0.472 1.858
Residuals 32 8.122 0.254

3. A afirmagao do utilizador é que apenas serao significativos os efeitos principais do factor A (data),
nao se rejeitando as hipoteses nulas dos testes aos efeitos principais do factor B (tratamento)
e de interaccao. Vai-se efectuar em pormenor o teste aos efeitos de interaccdo, e descrever
sinteticamente os testes aos efeitos principais do cada factor.



Hipoteses: Hy : (af);j =0, Y i,j vs. Hp : 3i,j tal que (af)i; # 0.
Estatistica do Teste: Fup = 8%23 N Fl(a—1)(b—1),n—ab]> SOb Hop.

Nivel de significancia: « = 0.05.

Regido Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Feqe > fo.05(9,32) & 2.20 (entre os valores
tabelados 2.12 e 2.21).

Conclusoes: Como F_.y . = 1.858 < 2.20, nao se rejeita Hy, concluindo-se que nao existem
efeitos significativos de interaccao (ao nivel «=0.05). A conclusao apenas seria diferente (e
mesmo assim, por pouco) caso se optasse por um nivel de significincia relativamente elevado
(=0.10), tendo em conta o p-value disponivel no enunciado (p=0.0951).

No teste aos efeitos principais do factor A (data), com hipoteses Hy : o; =0, para todo o 4, contra
Hy : existe pelo menos uma data i > 1 onde a; # 0, o valor calculado da estatistica de teste é
muito elevado (Fq.=33.105) dispondo-se no enunciado do valor de prova p=6.48 x 1076, Este
valor muito inferior a qualquer dos niveis habituais de significincia o conduz & rejeicado da Hy,
ou seja, conclui-se pela existéncia de efeitos principais associados as diferentes datas de colheita.

Finalmente, no teste aos efeitos principais do factor B (tratamento), as hipoteses do teste siao
Hy : B; =0, para todo o j, contra Hj : existe pelo menos um tratamento j > 1 tal que 3; # 0.
O valor calculado da estatistica de teste é baixo (Fry.=1.586) e o valor de prova no enunciado
p = 0.2120 é superior a qualquer dos habituais niveis de significancia. Assim, conclui-se pela
inexisténcia de efeitos principais de tratamento, nos teores médios de amido na abébora.

A afirmagao do utilizador é assim, correcta, para niveis de significancia como av=0.05 ou a«=0.01.

. As conclusoes da alinea anterior sugerem que apenas poderd haver diferencas associadas a dife-
rentes datas, pelo que a especificacao de tratamentos feita no enunciado seria despropositada.
No entanto, responder-se-a4 a pergunta através de comparacoes entre pares de médias de célula,
nao apenas por ser o que se pede no enunciado, mas também porque as comparagoes miltiplas
de Tukey podem dar resultados nem sempre coerentes com os dos testes F'.

Pretende-se comparar (com « = 0.05) os pares de médias que se podem formar a partir das
dezasseis médias de célula. Sabemos que duas médias de célula populacionais, p;; e ju;, devem

ser consideradas diferentes se as respectivas médias amostrais diferirem, em moédulo, em mais do
QMRE

Ne

que a diferenga significativa de Tukey, ¢q(abn—ab) (disponivel no formulario), ou seja, se

Yij. — Yirjr | > q0_05(16732)\/0%i. O valor da distribui¢do de Tukey pode ser obtido nas tabelas
desta distribuicao e ¢ 5.24. Logo, o termo de comparagao é 5.24 x 0.2909754=1.524711. Olhando
para as médias das dezasseis células disponiveis no enunciado, imediatamente se verifica que a
meédia amostral da célula (3,4) (correspondente a primeira data de Setembro, tratamento D), que é
2.554, apenas pode ser considerada significativamente diferente de qualquer outra média de célula
¥;; para a qual se verifique |2.554—7,;| > 1.524711, ou seja (e tendo em conta que a média da célula
(3,4) é a maior das médias amostrais de célula), para as quais Yi; <2.554—1.524711=1.029289.
Ora, esta condicao nao é verificada por qualquer das médias amostrais de célula correspondentes
as duas datas de Setembro, nem pelas médias amostrais das células correspondentes a data de
Outubro com os dois primeiros tratamentos. Assim, apenas as datas de Novembro, bem como
as de Outubro com os tratamentos C e D podem ser consideradas significativamente diferentes da
maior média amostral de célula. A afirmacao do enunciado é falsa.

. O parametro [ deste modelo, como indicado na primeira alinea, onde se especificou o modelo,
é o efeito principal associado ao segundo nivel do factor B, ou seja o efeito principal associado a



usar-se o tratamento B. O seu valor estimado ¢ dado no formulario: 3, =Y19 —Y11.- Assim, temos
0o NOSso caso, a estimativa G =0.3839 — 0.2751=0.1088. Recordando que, num modelo ANOVA
a dois factores com interacc¢ao, e com as restricoes acima indicadas, os efeitos sao estimados
pelas quantidades amostrais correspondentes & definicao do parametro, facilmente se deduz que
o parametro o é dado por pis—p11- Assim, o valor estimado 0.1088 corresponde & diferenca
estimada entre o teor médio de amido em Novembro, com o tratamento B, e o teor médio de
amido, na mesma data, com o tratamento A. No entanto, quer o teste F' aos efeitos principais do
factor B, quer o teste de Tukey realizado na alinea anterior, dizem-nos que este valor nao difere
significativamente de zero, pelo que se deve admitir que p12=p11.

v

1. No contexto da regressao linear multipla indicada no enunciado, tem-se:

(a) a matriz do modelo, X tem n linhas (tantas quantas as observagoes com base nas quais se
ajusta o modelo) e p+1 colunas (tantas quantos os parametros do modelo). A primeira
coluna é uma coluna de n uns, 1, (que fica associada a constante 3y na equagao do modelo)
e cada uma das p restantes colunas é composta pelas n observacoes de uma das variaveis
preditoras (ou seja, é o vector X; das observagoes do j-ésimo preditor, associado a constante
B; na equacao do modelo). Assim, a matriz do modelo X tem este aspecto:

Loy, @2y o Tpg,
L@y @2, 0 Tpg
X=|1 Tim 225 - Tpg
Lowig,y @2, 0 Tpg,

Por definigao, o espago C(X) das colunas da matriz X é o subespago de R™ (o espago onde
residem as colunas de X) gerado por todas as possiveis combinagoes lineares das colunas de
X, ou seja, o espaco dos vectores da forma agl, + a1X; + asXs + ... + apX,, para qualquer
conjunto de coeficientes ag, ar, ..., ap.

(b) Por defini¢do (ver formulario), a matriz de projeccao ortogonal no subespaco C(X) é dada
por H=X(X!X)"!X!. Uma matriz quadrada H diz-se simétrica se H = H. Ora, tendo
em conta as propriedades de produtos matriciais, também constantes do formulario, nome-
adamente (AB)!=B!A?; (AH)l=A; e (A1) =(A)!, tem-se:

Ht _ [X(th)—lxt]t _ (Xt)t[(XtX)—l]tXt _ X[(XtX)t]—lxt
X[XHXH)IX! = X(XIX)" X =H ,

como se queria mostrar. Por outro lado, H diz-se idempotente se HH = H. Ora,

HH = X (X!X) X! X(X'X)"!X! = X(X!X)"!X! =H .
D e —
=Ip41

(c) A Soma de Quadrados dos Residuos é, por definicdo, SQRE = Z E? = Z (Y; — Y;)2
i=1
Esta soma de quadrados é a norma ao quadrado do vector dos r651duos isto é, do vector

cujo elemento genérico é dado por Y; — Y;. Trata-se do vector Y — Y. Sabemos que o



segundo destes vectores é dado por Y = HY. Assim, SQRE = |[[Y — HY||2. Pondo em
evidéncia (& direita) o vector Y, tem-se SQRE = ||(I — H)Y|2. Ora, pela definicio de
norma para qualquer vector X, tem-se ||X||2==%'X. Logo, SQRE =[(I - H)Y]*[(I— H)Y].
Usando as propriedades de produtos e transpostas de matrizes, bem como a simetria e
idempoténcia da matriz de projecgdo H (ver a alinea anterior) e da matriz identidade, tem-
se SQRE=Y'I-H)!(I-H)Y=Y/I' - H)I-H)Y =Y*I'l - I'H - H'I + H'H)Y =
Y{(I-H-H+ @)?:?t(l —H)Y, como se queria mostrar.
=H

2. O enunciado refere um modelo ANOVA para um delineamento hierarquizado a dois factores.

(a)

Por definicao, os Quadrados Médios sao dados pelas Somas de Quadrados a dividir pelos
respectivos graus de liberdade. Assim, no modelo a um tunico factor A (com a niveis),
tem-se por definicao, QM RE 4 = %. No delineamento hierarquizado a dois factores,

tem-se (ver também o formulario): QM RE/p= %. Sabemos ainda que a defini¢ao

n—>y. b;
i=1
de Soma de Quadrados associada ao Factor subordinado B, no delineamento hierarquizado,
SQB(A) SQB(A)

¢ SQB(A)=SQREA — SQRE /5 e que QM B(A)= ST ) T T b= Logo,

SQRE E SQRE, 5 + SQB(A
QMRE p > QMREy QREq/p 5 S@QREs _ QRE,/p + SQB(A)

n—3 b n—a noa
& SQRE /B <n— 591 b nia> = Sg%(j)
w—a)— =3 bi)) . S@B(4)
(n—a)(n—>3271 b)

n—a

S b —a SQB(A)
1 b») g

= SQREA/B <

= SQREA/B (

(—aj(n— 327, n—7a
SOB(A
= QMREA/B > Tb(i—)a = QMB(A)
OMB(A
=4 1 > WE(’A/)B = FB(A) .

como se queria mostrar. Aviso: Na resolu¢ao do Segundo Teste (realizado na mesma data

e onde também constava esta pergunta) encontra-se uma resolucao alternativa.

A estatistica do teste F aos efeitos do factor A no modelo a um factor é dada por F' = %.

No delineamento a dois factores hierarquizados, a estatistica correspondente tem forma

anéloga, I'* = %, sendo o numerador QM A definido exactamente da mesma forma

nos dois modelos. Na alinea anterior viu-se que Fp(4) <1 equivale a QM RE5,<QMREp.
Como a menores denominadores (e iguais numeradores) correspondem maiores fraccoes,
tem-se que a estatistica, F' no modelo apenas com o factor A terd um valor maior do que a
estatistica do correspondente teste no modelo com o factor B subordinado ao factor A.

Afirmar que QM REA <QMRE g parece paradoxal, uma vez que os Quadrados Médios
Residuais nos modelos ANOVA estimam a variabilidade dos erros aleatérios (02), ou seja,
a variabilidade ndo explicada pelo modelo, e parece estranho que haja mais variabilidade
inexplicada num modelo que, além de ter o Factor A, ainda tem mais um Factor capaz
de explicar variabilidade. Uma tal situagdo pode ocorrer, no entanto, quando a Soma
de Quadrados explicada pelo factor adicional ¢ muito pequena. De facto, o Quadrado



Médio Residual do modelo hierarquizado, QM RE, 5 = SQR% tem um numerador que
n—3 b

é necessariamente mais pequeno que o do Quadrado Médié)_lResidual do modelo apenas
com o Factor A, QMRE 4= %, ja que SQRE, p=SQRE4 — SQB(A) e uma Soma
de Quadrados nunca pode ser negativa, pelo que SQRE,,p < SQRE4. No entanto, o
denominador de QM RE 4 g também tem de ser menor que o denominador de QM REy,
ja que cada nivel do factor A tem de ter pelo menos um nivel do Factor B subordinado, ou
seja, b; > 1, o que implica que Y ¢ |, b;>>"" 1=a, logon—>7 , b < n—a (e como
nao faz sentido que em todos os niveis de A haja apenas um nivel de B, a desigualdade
é seguramente estrita). Assim, se QM REy /B €, ou nao, menor que QM RE, depende da
relacao entre o que o novo factor B consegue reduzir na Soma de Quadrados Residual, e o
que obriga a reduzir nos graus de liberdade. As alineas anteriores mostram que é possivel
que QMREA<QMRE g, e que essa situagao corresponde a ter Fpg4) < 1. Uma répida
consulta as tabelas da distribuigdo F' (para qualquer dos niveis de significAncia «) mostra
que se F'p(4) <1 nunca se rejeita a hip6tese de que os efeitos do Factor subordinado B sejam
nulos. Assim, pode afirmar-se que QMRE4 < QMRE,/p corresponde a uma situagao
onde o segundo factor previsto no delineamento hierarquizado estd longe de ter efeitos
significativos e a perda de graus de liberdade é mais grave do que os ganhos na reducao das
Somas de Quadrados Residual. A licao geral desta discussao (que pode adaptar-se a outros
delineamentos a dois factores) ¢ que a introducao de novos factores no delineamento apenas
é vantajosa se a esses novos factores correspondem na realidade efeitos significativos, ou
seja, se a variabilidade que eles contribuem para explicar for relativamente grande.



