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I

É pedido para efetuar um teste χ2
para averiguar se a variável aleatória X, que onta o número de

mosas por armadilha, tem distribuição de Poisson.

1. Não sendo espei�ado nenhum valor do únio parâmetro (λ) da distribuição de Poisson, será

neessário estimá-lo. A sua estimação parte do fato de que numa distribuição de Poisson, o parâ-

metro é o valor esperado da v.a.: E[X]=λ. Uma vez que o valor esperado é estimado pela média

amostral, a melhor estimativa de λ orresponde a tomar λ̂=x= 0×8+1×6+2×2+3×6+4×1+5×0+6×0+7×1
24 =

39
24 =1.625.

2. A distribuição χ2
da estatístia de Pearson é apenas assintótia, ou seja, aproximada para grandes

amostras. O Critério de Cohran é uma regra que permite onsiderar que a amostra é su�ien-

temente grande para se aeitar a validade dessa distribuição assintótia. Ao abrigo do ritério

de Cohran, nenhum valor esperado (estimado) deve ser inferior a 1, e não mais do que 20%
devem ser inferiores a 5. Ora, os valores esperados estimados são dados por Êi =N× π̂i, onde

N =24 e π̂i=P [X= i] é a probabilidade (estimada) de o número de mosas na armadilha ser i

(i=0, 1, 2, ...), aso seja verdade que X ∩ Pois(λ̂=1.625). Sabemos que π̂i=P [X = i] = e−λ̂ λ̂i

i! .

Embora o ritério de Cohran diga respeito aos valores esperados e não aos valores observados, a

tabela dos valores observados Oi sugere que essas probabilidades sejam menores para os valores

grandes de X, pelo que vamos alular o valor esperado para um desses valores. Esolhendo i=6,
tem-se que Ê6 =N× π̂6 = 24×e−1.625 1.6256

6! =0.1208566 < 1. Havendo uma ontagem esperada

inferior a 1, tem-se já uma violação do ritério de Cohran. Será neessário agregar lasses de

ontagem, a �m de se poder apliar o teste de χ2
a estes dados.

Nota: A esolha da última lasse obrigaria a trabalhar, não om a probabilidade P [X=7], mas

sim om a probabilidade aumulada P [X ≥ 7], já que a soma das probabilidades de todas as

lasses deve ser 1 e, numa v.a. om distribuição de Poisson, são possíveis todos os valores em

N0, pelo que a lasse terminal terá de ser sempre uma lasse da form X≥c.

3. Tendo sido efetuada a agregação de lasses referida no enuniado, a nova tabela de ontagens à

qual se apliará o teste de χ2
é:

No. mosas 0 1 2 ≥ 3
No. armadilhas 8 6 2 8

Eis o teste à validade da distribuição de Poisson:

Hipóteses: X ∩ Pois(λ̂=1.625) vs. X 6 ∩Pois(λ̂=1.625).

Estatístia do Teste: É a estatístia de Pearson, na forma de ontagens unidimensionais: X2=
k∑

i=1

(Oi−Êi)2

Êi
, sendo k=4. A distribuição assintótia desta estatístia, aso seja verdade H0,

é χ2
k−1−r, onde r=1 india o parâmetro que foi neessário estimar.

Nível de signi�ânia: α = P[ Erro do tipo I ℄ = P[ Rej. H0 | H0 verdade ℄ = 0.01.
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Região Crítia: (Unilateral direita) Rejeitar H0 se χ2
calc > χ2

α(k−1−r) = χ2
0.01(2) = 9.210.

Conlusões: Como χ2
calc = 6.8229, não se rejeita a hipótese nula, ou seja, admite-se (para o

nível α=0.01) que a distribuição de X seja Poisson, om o valor do parâmetro 1.625.

II

1. Estuda-se a regressão linear simples de log(PPB) (Y ) sobre o índie NDWI (x), uja equação do

modelo é Yi = β0 + β1 xi + ǫi, e que foi ajustada om n=91 pares de observações.

(a) Pede-se um teste à hipótese β1 = 4, já que sabemos que o delive da reta orresponde à

variação esperada em Y assoiada a aumentar o preditor x em uma unidade. Assim,

Hipóteses: H0 : β1=4 vs. H1 : β1 6= 4.

Estatístia do Teste: T =
β̂1−β1|H0

σ̂
β̂1

∩ tn−2, sob H0.

Nível de signi�ânia: α=P[ Erro do tipo I ℄ = P[ Rej. H0 | H0 verdade ℄=0.05.

Região Crítia: (Bilateral) Rejeitar H0 se |Tcalc|>t0.025(89) ≈ 1.99.

Conlusões: Tem-se Tcalc=
b1−4
σ̂
β̂1

= 3.83488−4
0.30432 =−0.5425868. Logo, não se rejeita H0, sendo

de admitir que um aumento de uma unidade no índie NDWI provoa, em média um

aumento de 4 unidades na log-Produtividade Primária Básia (para o nível α=0.05).

(b) A expressão do intervalo a (1−α) × 100% de on�ança para β0 é:

] b0 − tα
2
(n−2) σ̂β̂0

, b0 + tα
2
(n−2) σ̂β̂0

[ ,

sendo σ̂β̂0
=

√

QMRE
[
1
n + x2

(n−1)s2x

]

(a expressão debaixo da raíz quadrada estima a verda-

deira variânia do estimador β̂0, uja expressão é dada no formulário; a estimação resulta

de substituir o desonheido valor de σ2
por QMRE ). O enuniado dá-nos os valores de

b0=2.77400 e σ̂β̂0
=0.02872. O valor da distribuição t pode ser obtido (aproximadamente)

nas tabelas, e é t0.025(89)≈1.99. Logo, o intervalo de on�ança pedido é: ] 2.7168 , 2.8312 [.
Trata-se dum intervalo a 95% de on�ança para a log-Produtividade Primária Bruta or-

respondente ao valor 0 do índie NDWI (o valor intermédio da esala em que este índie é

medido). Um intervalo orrespondente para o valor de PPB nas suas unidades de medida

(omo pedido no enuniado) orrespondente a NDWI=0, é obtido exponeniando os extremos

do IC aima: ] 15.12 , 16.97 [.

() A expressão dum intervalo de predição para uma observação individual de Y , dado X=x,

é dada no formulário. A partir dessa expressão failmente se onstata que:

i. o ponto entral do intervalo é µ̂Y |X=x = b0 + b1 x, que orresponde à estimativa do

valor esperado de log-PPB para X =x. Quando x=0.1, tem-se µ̂Y |X=0.1 =2.77400 +
3.83488 (0.1)=3.15749.

ii. O extremo direito do intervalo obtém-se somando ao ponto entral agora alulado, a

distânia entre esse mesmo ponto entral e o extremo esquerdo do intervalo, ou seja, o

intervalo termina no valor 3.15749 + (3.15749 − 2.64287)=3.67211. Assim, o intervalo

de predição é o intervalo ] 2.64287 , 3.67211 [.
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iii. O erro padrão assoiado ao estimador µ̂Y |X=0.1 é dado por σ̂µ̂Y |X=x
=

√

QMRE

[

1
n
+

(x−x)2

(n−1)s2x

]

(que orresponde à expressão do erro padrão assoiada a uma observação individual,

onstante do formulário, mas sem a parela �1+�). Conheem-se todas as quantidades

envolvidas:

√
QMRE = 0.2568; n = 91; x = 0.1; x = 0.03286; e s2x = 0.007910756.

Substituindo, obtém-se: σ̂µ̂Y |X=0.1
=0.03379672.

(d) Uma relação linear da forma ln(PPB) = β0 + β1 NDWI equivale a uma relação expo-

nenial entre PPB (y) e NDWI (x). De fato, exponeniando a equação anterior, obtém-se

y=eβ0+β1 x=eβ0 eβ1 x
. No aso em onsideração, e tendo em onta os valores estimados b0

e b1, tem-se a equação ajustada da seguinte exponenial: y = 16.0226 e3.83488 x
. Sabemos

que uma tal relação exponenial entre duas variáveis, neste aso, PPB e NDWI, orresponde

a admitir que a taxa de variação relativa de PPB (onsiderada função de NDWI) é onstante,

sendo essa onstante dada pelo parâmetro β1, ou seja, orresponde a admitir

y′(x)
y(x) = β1.

Assim, o valor estimado dessa taxa de variação relativa de PPB em relação a NDWI é, no

nosso aso, b1=3.83488.

(e) Um modelo potênia entre duas variáveis y e x orresponde a uma regressão linear simples

entre log(y) e log(x). No entanto, neste exemplo a variável preditora x (NDWI) toma valores

negativos, pelo que a sua logaritmização não é possível. Assim, a relação potênia sugerida

no enuniado não é uma opção neste aso.

2. Estudou-se uma regressão linear múltipla da mesma variável resposta, log(PPB), sobre um on-

junto de p=10 preditores que não inlui o preditor NDWI usando na regressão linear simples do

ponto anterior.

(a) A qualidade de ajustamento do modelo é medida através do oe�iente de determinação

R2
e testada através dum teste F de ajustamento global. O Coe�iente de Determinação

obtido nesta regressão é R2=0.7257, e orresponde a a�rmar que o modelo ajustado explia

era de 72, 57% da variabilidade observada nos valores da variável resposta, log(PPB), um

valor razoavelmente bom. Esse valor é muito sign�ativamente diferente de zero (o valor

orrespondente ao Modelo Nulo), omo se pode veri�ar no teste F de ajustamento global:

Hipóteses: H0 : R2 = 0 vs. H1 : R2 > 0, onde R2
india o oe�iente de determi-

nação populaional.

Estatístia do Teste: F = n−(p+1)
p

R2

1−R2 ∩ F(p,n−(p+1)), sob H0.

Nível de signi�ânia: α=P[ Erro do tipo I ℄ = P[ Rej. H0 | H0 verdade ℄=0.05.

Região Crítia: (Unilateral direita) Rejeitar H0 se Fcalc > f0.05[10,80] ≈ 1.95 (entre os

valores tabelados 1.91 e 1.99)

Conlusões: Tem-se no enuniado que Fcalc =21.16. Logo, rejeita-se H0, i.e., onsidera-

se que a qualidade de ajustamento do modelo ompleto é signi�ativamente melhor

(ao nível α = 0.05) que a do Modelo Nulo (que orresponde à Hipótese Nula). A

rejeição é mesmo muito enfátia, omo se pode veri�ar por um valor de prova (p-

value) indistinguível da preisão de máquina (p < 2.2 × 10−16
).

(b) O ritério de Informação de Akaike (AIC), numa regressão linear múltipla om k preditores,

é dado no formulário: AIC = n ln
(
SQREk

n

)

+ 2(k + 1). Temos n = 91; k = p = 10; e

um valor de SQRE que pode ser alulado om base no valor (dado no enuniado) de√
QMRE=0.2367 e na relação QMRE= SQRE

n−(p+1) ⇔ SQRE=[n−(p+1)]×(
√
QMRE)2 =

80 × 0.23672 = 4.482151. Logo, tem-se AIC = 91 × ln
(
4.482151

91

)
+ 22 = −251.9788. Este

valor é diretamente omparável om o valor obtido na regressão linear simples (embora o
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preditor da RLS não faça parte do onjunto de preditores nesta regressão múltipla), uma

vez que o AIC pode ser usado para omparar modelos de regressão linear diferentes, desde

que tenham a mesma variável resposta e sejam ajustados om o mesmo onjunto de dados,

o que é o aso. Nessa omparação, o modelo om o valor menor de AIC é onsiderado o

melhor modelo. Tendo em onta que o valor AIC = −245.46 obtido na regressão linear

simples é maior do que o valor agora obtido, o Critério de Akaike sugere que o modelo da

regressão linear múltipla, apesar da sua maior omplexidade, é preferível.

() Um teste F parial apenas pode ser usado para omparar um modelo e um respetivo submo-

delo (Nota: ou, mais em geral, modelos ujos onjuntos de preditores de�nam subespaços

enaixados - veja a Breve nota sobre o teste F parial, disponível na seção de material de

apoio às aulas teórias, na página web da disiplina). Não é o aso neste exemplo, uma vez

que o preditor da RLS (o índie NDWI) não faz parte do onjunto de preditores usados na

regressão linear múltipla. Assim, não é legítimo usar o teste F parial nesta omparação. A

omparação pode ser feita através do AIC (omo na alínea anterior), ou mesmo usando os

valores de R2
, já que nesse aso se estaria a omparar valores da proporção de variabilidade

da mesma variável resposta expliada por ada modelo.

(d) Trata-se dum grá�o de resíduos estandardizados (Ri), no eixo vertial, ontra valores do

efeito alavana (hii) no eixo horizontal. São ainda visíveis, nos antos superior e inferior

direito, urvas de igual valor das distânias de Cook, que medem a in�uênia de ada

observação no ajustamento do modelo. Nenhuma observação tem um resíduo estandardizado

invulgar, havendo uma únia observação (em 91) om um resíduo Ri ≈ 3, tendo todos os

restantes valores absolutos inferiores a 2 (ou valores muito pouo superiores a 2). Quanto

ao efeito alavana, sabemos ter de estar ompreendido entre

1
n =

1
91 =0.010989 e 1, e de ter

valor médio igual a h= p+1
n = 11

91 =0.1208791. Veri�a-se que algumas observações têm valor

alavana relativamente elevado, om destaque para a observação que surge mais à direita no

grá�o, om efeito alavana um pouo aima de 0.5. Nenhuma observação tem uma distânia

de Cook aima do limiar de guarda (0.5), já que nenhum ponto se enontra para além das

isolinhas de Cook para esse valor, que são visíveis nos antos à direita no grá�o. Tendo em

onta a fórmula que relaiona as distânias de Cook Di om os resíduos estandardizados e os

efeitos alavana (disponível no formulário), nomeadamente Di=R2
i

(
hii

1−hii

)
1

p+1 , é possível

alular um valor aproximado para a distânia de Cook assoiada à observação mais à

direita no grá�o, para a qual hii ≈ 0.5 e Ri ≈ 1. Assim, tem-se Di ≈ 1
p+1 =

1
11 =0.0909.

Trata-se dum valor relativamente pequeno, ilustrando que os oneitos de distânia de Cook

(in�uênia) e valor do efeito alavana, estando embora relaionados, não são equivalentes.

(e) É dado um submodelo om apenas k = 6 preditores. Pede-se um teste F parial para

omparar o submodelo om o modelo ompleto original, de p=10 preditores. Tem-se:

Hipóteses: H0 : R2
c = R2

s vs. H1 : R2
c > R2

s, onde R2
c e R2

s indiam os oe�ientes

de determinação populaional, respetivamente do modelo ompleto e do submodelo.

Estatístia do Teste: F = n−(p+1)
p−k

R2
c−R2

s
1−R2

c
∩ F(p−k,n−(p+1)), sob H0.

Nível de signi�ânia: α=P[ Erro do tipo I ℄ = P[ Rej. H0 | H0 verdade ℄=0.05.

Região Crítia: (Unilateral direita) Rejeitar H0 se Fcalc>f0.05[4,80] ≈ 2.5.

Conlusões: Tem-se Fcalc = 80
4

0.7257−0.7007
1−0.7257 = 1.822822. Logo, não se rejeita H0, i.e.,

onsidera-se que a qualidade de ajustamento do modelo ompleto não difere signi�a-

tivamente (ao nível α=0.05) da do submodelo. Nesse aso, será justi�ável trabalhar

om o submodelo mais parimonioso, om pouo mais de metade dos preditores.
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III

1. Trata-se dum delineamento fatorial a dois fatores, sendo a variável resposta Y o teor de amido

na matéria fresa de abóboras; o primeiro fator (A) a data de olheita, om a = 4 níveis e o

segundo fator (B) o tratamento usado (também om b=4 níveis). O delineamento é equilibrado,

uma vez que em ada uma das ab=16 élulas (situações experimentais) existem nc =3 repeti-

ções (parelas). Havendo repetições nas élulas, é possível (e desejável) estudar a existênia de

eventuais efeitos de interação, e foi esse o modelo ANOVA ajustado:

• Yijk = µ11 + αi + βj + (αβ)ij + ǫijk, para qualquer i= 1, 2, 3, 4, j = 1, 2, 3, 4 e k = 1, 2, 3,
sendo µ11 o teor esperado de amido na primeira data de olheita (que, por ordem alfabétia

será o nível Nov, ou seja, Novembro), e om o primeiro tratamento (A); αi o efeito prinipal

(arésimo ao teor médio populaional de amido nessa primeira élula) assoiado à data

de olheita i (om a restrição α1 = 0); βj o efeito prinipal (arésimo ao teor médio de

amido da primeira élula) assoiado ao tratamento j (om a restrição β1 = 0); (αβ)ij o

efeito de interação assoiado ao ruzamento da data i de olheita om o tratamento j (om

as restrições (αβ)ij = 0 se i e/ou j forem iguais a 1). Finalmente ǫijk é o erro aleatório

assoiado à observação Yijk.

• Admite-se que os erros aleatórios são Normais, de média zero e variânias homogéneas:

ǫijk ∩ N (0, σ2), para qualquer i, j, k.

• Admite-se que os erros aleatórios ǫijk são independentes.

2. Sabemos que os graus de liberdade assoiados a QMRE são dados por n−ab, onde n é o número

total de observações, n=ncab=3× 16=48, e ab=16 é o número total de parâmetros existentes

no modelo. Assim, g.l.(SQRE)=32. Sabemos ainda que, para os vários tipos de efeitos, os graus

de liberdade são dados pelo número de parelas de ada tipo de efeito, após a introdução das

restrições, ou seja, assoiado a SQA há a−1=3 g.l., assoiado a SQB há igualmente b−1=3 g.l.,

e assoiado a SQAB há (a−1)(b−1)=9 graus de liberdade. Os Quadrados Médios são dados pelas

Somas de Quadrados a dividir pelos respetivos graus de liberdade, pelo que QMB= 1.208
3 =0.403.

O Quadrado Médio assoiado ao fator A (para o qual não se dispõe ainda da Soma de Quadrados)

pode ser alulado a partir da de�nição da respetiva estatístia FA = QMA
QMRE , uma vez que se

sabe que FA=33.015 e QMRE=0.254. Logo, QMA=33.015×0.254=8.38581. Assim, a Soma

de Quadrados assoiada ao mesmo Fator A será dada por SQA=QMA×(a−1)=8.38581×3=
25.15743. Finalmente, o valor da estatístia FAB assoiada ao teste aos efeitos de interação é

FAB= QMAB
QMRE = 0.472

0.254 =1.858268.

Nota: Alguns destes valores sofrem erros de arredondamento nos álulos.

Logo, a tabela-resumo ompleta obtida é:

Df Sum Sq Mean Sq F value

data 3 25.157 8.386 33.015

tratamento 3 1.208 0.403 1.586

data:tratamento 9 4.250 0.472 1.858

Residuals 32 8.122 0.254

3. A a�rmação do utilizador é que apenas serão signi�ativos os efeitos prinipais do fator A (data),

não se rejeitando as hipóteses nulas dos testes aos efeitos prinipais do fator B (tratamento)

e de interação. Vai-se efetuar em pormenor o teste aos efeitos de interação, e desrever

sintetiamente os testes aos efeitos prinipais do ada fator.
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Hipóteses: H0 : (αβ)ij = 0 , ∀ i, j vs. H1 : ∃ i, j tal que (αβ)ij 6= 0.

Estatístia do Teste: FAB = QMAB
QMRE ∩ F[(a−1)(b−1),n−ab], sob H0.

Nível de signi�ânia: α = 0.05.

Região Crítia: (Unilateral direita) Rejeitar H0 se Fcalc > f0.05(9,32) ≈ 2.20 (entre os valores

tabelados 2.12 e 2.21).

Conlusões: Como Fcalc = 1.858 < 2.20, não se rejeita H0, onluindo-se que não existem

efeitos signi�ativos de interação (ao nível α=0.05). A onlusão apenas seria diferente (e

mesmo assim, por pouo) aso se optasse por um nível de signi�ânia relativamente elevado

(α=0.10), tendo em onta o p-value disponível no enuniado (p=0.0951).

No teste aos efeitos prinipais do fator A (data), om hipóteses H0 : αi=0, para todo o i, ontra

H1 : existe pelo menos uma data i > 1 onde αi 6= 0, o valor alulado da estatístia de teste é

muito elevado (Fcalc=33.105) dispondo-se no enuniado do valor de prova p=6.48× 10−6
. Este

valor muito inferior a qualquer dos níveis habituais de signi�ânia α onduz à rejeição da H0,

ou seja, onlui-se pela existênia de efeitos prinipais assoiados às diferentes datas de olheita.

Finalmente, no teste aos efeitos prinipais do fator B (tratamento), as hipóteses do teste são

H0 : βj = 0, para todo o j, ontra H1 : existe pelo menos um tratamento j > 1 tal que βj 6= 0.
O valor alulado da estatístia de teste é baixo (Fcalc=1.586) e o valor de prova no enuniado

p = 0.2120 é superior a qualquer dos habituais níveis de signi�ânia. Assim, onlui-se pela

inexistênia de efeitos prinipais de tratamento, nos teores médios de amido na abóbora.

A a�rmação do utilizador é assim, orreta, para níveis de signi�ânia omo α=0.05 ou α=0.01.

4. As onlusões da alínea anterior sugerem que apenas poderá haver diferenças assoiadas a dife-

rentes datas, pelo que a espei�ação de tratamentos feita no enuniado seria despropositada.

No entanto, responder-se-á à pergunta através de omparações entre pares de médias de élula,

não apenas por ser o que se pede no enuniado, mas também porque as omparações múltiplas

de Tukey podem dar resultados nem sempre oerentes om os dos testes F .

Pretende-se omparar (om α = 0.05) os pares de médias que se podem formar a partir das

dezasseis médias de élula. Sabemos que duas médias de élula populaionais, µij e µi′j′ , devem

ser onsideradas diferentes se as respetivas médias amostrais diferirem, em módulo, em mais do

que a diferença signi�ativa de Tukey, qα(ab,n−ab)

√
QMRE

nc
(disponível no formulário), ou seja, se

|yij. − yi′j′.| > q0.05(16,32)

√
0.254
3 . O valor da distribuição de Tukey pode ser obtido nas tabelas

desta distribuição e é 5.24. Logo, o termo de omparação é 5.24×0.2909754=1.524711. Olhando
para as médias das dezasseis élulas disponíveis no enuniado, imediatamente se veri�a que a

média amostral da élula (3, 4) (orrespondente à primeira data de Setembro, tratamento D), que é

2.554, apenas pode ser onsiderada signi�ativamente diferente de qualquer outra média de élula

yij para a qual se veri�que |2.554−yij| > 1.524711, ou seja (e tendo em onta que a média da élula

(3, 4) é a maior das médias amostrais de élula), para as quais yij<2.554−1.524711=1.029289.
Ora, esta ondição não é veri�ada por qualquer das médias amostrais de élula orrespondentes

às duas datas de Setembro, nem pelas médias amostrais das élulas orrespondentes à data de

Outubro om os dois primeiros tratamentos. Assim, apenas as datas de Novembro, bem omo

as de Outubro om os tratamentos C e D podem ser onsideradas signi�ativamente diferentes da

maior média amostral de élula. A a�rmação do enuniado é falsa.

5. O parâmetro β2 deste modelo, omo indiado na primeira alínea, onde se espei�ou o modelo,

é o efeito prinipal assoiado ao segundo nível do fator B, ou seja o efeito prinipal assoiado a
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usar-se o tratamento B. O seu valor estimado é dado no formulário: β̂2=y12.−y11.. Assim, temos

no nosso aso, a estimativa β̂2=0.3839−0.2751=0.1088. Reordando que, num modelo ANOVA

a dois fatores om interação, e om as restrições aima indiadas, os efeitos são estimados

pelas quantidades amostrais orrespondentes à de�nição do parâmetro, failmente se deduz que

o parâmetro β2 é dado por µ12−µ11. Assim, o valor estimado 0.1088 orresponde à diferença

estimada entre o teor médio de amido em Novembro, om o tratamento B, e o teor médio de

amido, na mesma data, om o tratamento A. No entanto, quer o teste F aos efeitos prinipais do

fator B, quer o teste de Tukey realizado na alínea anterior, dizem-nos que este valor não difere

signi�ativamente de zero, pelo que se deve admitir que µ12=µ11.

IV

1. No ontexto da regressão linear múltipla indiada no enuniado, tem-se:

(a) a matriz do modelo, X tem n linhas (tantas quantas as observações om base nas quais se

ajusta o modelo) e p+1 olunas (tantas quantos os parâmetros do modelo). A primeira

oluna é uma oluna de n uns,

~1n (que �a assoiada à onstante β0 na equação do modelo)

e ada uma das p restantes olunas é omposta pelas n observações de uma das variáveis

preditoras (ou seja, é o vetor
~xj das observações do j-ésimo preditor, assoiado à onstante

βj na equação do modelo). Assim, a matriz do modelo X tem este aspeto:

X =










1 x1(1)
x2(1)

· · · xp(1)

1 x1(2)
x2(2)

· · · xp(2)

1 x1(3)
x2(3)

· · · xp(3)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 x1(n)
x2(n)

· · · xp(n)










Por de�nição, o espaço C(X) das olunas da matriz X é o subespaço de R
n
(o espaço onde

residem as olunas de X) gerado por todas as possíveis ombinações lineares das olunas de

X, ou seja, o espaço dos vetores da forma a0~1n + a1~x1 + a2~x2 + ...+ ap~xp, para qualquer

onjunto de oe�ientes a0, a1, ..., ap.

(b) Por de�nição (ver formulário), a matriz de projeção ortogonal no subespaço C(X) é dada

por H=X(Xt
X)−1

X
t
. Uma matriz quadrada H diz-se simétria se H

t = H. Ora, tendo

em onta as propriedades de produtos matriiais, também onstantes do formulário, nome-

adamente (AB)t=B
t
A

t
; (At)t=A; e (A−1)t=(At)−1

, tem-se:

H
t = [X(Xt

X)−1
X

t]t = (Xt)t[(Xt
X)−1]tXt = X[(Xt

X)t]−1
X

t

= X[Xt(Xt)t]−1
X

t = X(Xt
X)−1

X
t = H ,

omo se queria mostrar. Por outro lado, H diz-se idempotente se HH = H. Ora,

HH = X (Xt
X)−1

X
t ·X

︸ ︷︷ ︸

=Ip+1

(Xt
X)−1

X
t = X(Xt

X)−1
X

t = H .

() A Soma de Quadrados dos Resíduos é, por de�nição, SQRE =
n∑

i=1
E2

i =
n∑

i=1
(Yi − Ŷi)

2
.

Esta soma de quadrados é a norma ao quadrado do vetor dos resíduos, isto é, do vetor

ujo elemento genério é dado por Yi − Ŷi. Trata-se do vetor

~Y − ~̂
Y. Sabemos que o
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segundo destes vetores é dado por

~̂
Y =H~Y. Assim, SQRE = ‖~Y − H~Y‖2. Pondo em

evidênia (à direita) o vetor

~Y, tem-se SQRE = ‖(I − H)~Y‖2. Ora, pela de�nição de

norma para qualquer vetor
~x, tem-se ‖~x‖2=~xt~x. Logo, SQRE=[(I −H)~Y]t[(I −H)~Y].

Usando as propriedades de produtos e transpostas de matrizes, bem omo a simetria e

idempotênia da matriz de projeção H (ver a alínea anterior) e da matriz identidade, tem-

se SQRE= ~Yt(I−H)t(I−H)~Y= ~Yt(It −H
t)(I−H)~Y= ~Yt(ItI− I

t
H−H

t
I+H

t
H)~Y=

~Yt(I−H−H+HH
︸︷︷︸

=H

)~Y= ~Yt(I −H)~Y, omo se queria mostrar.

2. O enuniado refere um modelo ANOVA para um delineamento hierarquizado a dois fatores.

(a) Por de�nição, os Quadrados Médios são dados pelas Somas de Quadrados a dividir pelos

respetivos graus de liberdade. Assim, no modelo a um únio fator A (om a níveis),

tem-se por de�nição, QMREA = SQREA
n−a . No delineamento hierarquizado a dois fatores,

tem-se (ver também o formulário): QMREA/B=
SQREA/B

n−
a
∑

i=1
bi

. Sabemos ainda que a de�nição

de Soma de Quadrados assoiada ao Fator subordinado B, no delineamento hierarquizado,

é SQB(A)=SQREA − SQREA/B e que QMB(A)= SQB(A)
∑a

i=1 (bi−1)
= SQB(A)

(
∑a

i=1 bi)−a
. Logo,

QMREA/B > QMREA ⇔ SQREA/B

n−∑a
i=1 bi

>
SQREA

n− a
=

SQREA/B + SQB(A)

n− a

⇔ SQREA/B

(
1

n−∑a
i=1 bi

− 1

n− a

)

>
SQB(A)

n− a

⇔ SQREA/B

(
(✚n − a)− (✚n−∑a

i=1 bi)

(n− a)(n −∑a
i=1 bi)

)

>
SQB(A)

n− a

⇔ SQREA/B

( ∑a
i=1 bi − a

✘✘✘✘(n − a)(n−∑a
i=1 bi)

)

>
SQB(A)

✘✘✘n− a

⇔ QMREA/B >
SQB(A)

∑a
i=1 bi − a

= QMB(A)

⇔ 1 >
QMB(A)

QMREA/B
= FB(A) .

omo se queria mostrar. Aviso: Na resolução do Segundo Teste (realizado na mesma data

e onde também onstava esta pergunta) enontra-se uma resolução alternativa.

(b) A estatístia do teste F aos efeitos do fator A no modelo a um fator é dada por F = QMA
QMREA

.

No delineamento a dois fatores hierarquizados, a estatístia orrespondente tem forma

análoga, F ∗= QMA
QMREA/B

, sendo o numerador QMA de�nido exatamente da mesma forma

nos dois modelos. Na alínea anterior viu-se que FB(A)<1 equivale a QMREA<QMREA/B .

Como a menores denominadores (e iguais numeradores) orrespondem maiores frações,

tem-se que a estatístia F no modelo apenas om o fator A terá um valor maior do que a

estatístia do orrespondente teste no modelo om o fator B subordinado ao fator A.

() A�rmar que QMREA <QMREA/B paree paradoxal, uma vez que os Quadrados Médios

Residuais nos modelos ANOVA estimam a variabilidade dos erros aleatórios (σ2
), ou seja,

a variabilidade não expliada pelo modelo, e paree estranho que haja mais variabilidade

inexpliada num modelo que, além de ter o Fator A, ainda tem mais um Fator apaz

de expliar variabilidade. Uma tal situação pode oorrer, no entanto, quando a Soma

de Quadrados expliada pelo fator adiional é muito pequena. De fato, o Quadrado
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Médio Residual do modelo hierarquizado, QMREA/B =
SQREA/B

n−
a
∑

i=1
bi

tem um numerador que

é neessariamente mais pequeno que o do Quadrado Médio Residual do modelo apenas

om o Fator A, QMREA= SQREA
n−a , já que SQREA/B =SQREA − SQB(A) e uma Soma

de Quadrados nuna pode ser negativa, pelo que SQREA/B ≤ SQREA. No entanto, o

denominador de QMREA/B também tem de ser menor que o denominador de QMREA,

já que ada nível do fator A tem de ter pelo menos um nível do Fator B subordinado, ou

seja, bi ≥ 1, o que implia que

∑a
i=1 bi ≥

∑a
i=1 1 = a, logo n − ∑a

i=1 bi ≤ n − a (e omo

não faz sentido que em todos os níveis de A haja apenas um nível de B, a desigualdade

é seguramente estrita). Assim, se QMREA/B é, ou não, menor que QMREA depende da

relação entre o que o novo fator B onsegue reduzir na Soma de Quadrados Residual, e o

que obriga a reduzir nos graus de liberdade. As alíneas anteriores mostram que é possível

que QMREA<QMREA/B, e que essa situação orresponde a ter FB(A) < 1. Uma rápida

onsulta às tabelas da distribuição F (para qualquer dos níveis de signi�ânia α) mostra

que se FB(A)<1 nuna se rejeita a hipótese de que os efeitos do Fator subordinado B sejam

nulos. Assim, pode a�rmar-se que QMREA < QMREA/B orresponde a uma situação

onde o segundo fator previsto no delineamento hierarquizado está longe de ter efeitos

signi�ativos e a perda de graus de liberdade é mais grave do que os ganhos na redução das

Somas de Quadrados Residual. A lição geral desta disussão (que pode adaptar-se a outros

delineamentos a dois fatores) é que a introdução de novos fatores no delineamento apenas

é vantajosa se a esses novos fatores orrespondem na realidade efeitos signi�ativos, ou

seja, se a variabilidade que eles ontribuem para expliar for relativamente grande.
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