INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA
ESTATISTICA E DELINEAMENTO
29 de Janeiro, 2018 SEGUNDO EXAME 2017-18 Uma resolucao possivel

E dada uma tabela de contingéncias, com 16 contagens associadas s combinacoes de a =4 fases do
ciclo vegetativo das oliveiras com b=4 classes de infestacao.

1. E pedido para verificar se a distribuicao das contagens nas 24 armadilhas de cada fase se distribui
de forma idéntica pelas quatro classes de infestacdo. Efectuar-se-4 um teste de homogeneidade 2,
uma vez que o niamero de armadilhas em cada fase foi previamente fixado pelo experimentador.

Hipoteses: Represente-se por mj); a probabilidade de se recair na classe de infestacao j=1,2, 3,4

(correspondente as classes A, B, C e D, respectivamente), dada a fase i=1,2,3,4. Tem-se:
Hipétese Nula (Hp): Para qualquer classe de infestagao j verifica-se mj; = 7mjjo = mjj3 =
)4 [ =m; , sendo 7 a probabilidade de recair na classe de infestagao j|.

Hipo6tese Alternativa (Hp): pelo menos uma das igualdades em H( nao se verifica.

Estatistica do Teste: E a estatistica de Pearson, na forma de contagens bidimensionais: X2 =
4 .

Z Z (Oi_Ey)? , onde O;; ¢ a contagem correspondente a fase i e classe de infestacao j, e E;
i=1j= i
éo Correspondente valor esperado estimado, ao abrigo da hipotese nula de homogeneidade,
dado por E;; = %, onde N =24x4=96 é o nimero total de armadilhas observadas, N;.
indica o ntimero de armadilhas associadas a fase 7 e N ; indica o ntimero total de armadilhas
correspondentes a classe de infestacado j. A distribuicao assintotica desta estatistica, caso

seja verdade Hy, é X%aq) (b-1) (expressao geral num teste de homogeneidade).
Nivel de significancia: a = P| Erro do tipo I | = P| Rej. Hy | Hp verdade | = 0.05
Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Hy se x2,;, > sz[(a—l)(b—l)] = Xg.05(9) = 16.919.

2. E pedida a verificacao das condi¢des de Cochran, que permitem admitir a validade da distribuicao
assintotica X%a—l) (1) Essas condic¢oes exigem que em nenhuma célula da tabela de contingéncias
haja um valor esperado estimado inferior a 1, e em nao mais de 20% das células esse valor seja
inferior a 5. Uma vez que o nimero de observacoes em cada linha é sempre igual, os valores
esperados estimados serao constantes ao longo de cada coluna, e sao dados por EZ] = 24;(?[ = &
Os totais de observagoes em cada coluna sao dados por N1=19, No=21, N3=25e N4= 31
Assim, o mais pequeno valor esperado estimado em qualquer célula corresponde as quatro célula
da primeira coluna, sendo dado por Ej = % = 4.75. Trata-se de valores inferiores a 5, mas
proximos desse limiar. Os valores esperados estimados seguintes (correspondentes as quatro
células da segunda coluna) ja s@o superiores a 5 (concretamente 5.25). Assim, tém-se em 25%
das células um valor esperado estimado abaixo, mas bastante préximo de 5. Numa interpretacao
rigorosa dos critérios de Cochran, estes nao se verificam. Mas uma interpretagao flexivel dos
critérios permite admitir a validade da distribuicao assintética.

3. Tendo em conta a regido critica definida no ponto 1, o valor calculado da estatistica, X? e =12.967
nao pertence a regiao critica. Assim, nao se rejeita Hp, ou seja, a informagao disponivel nao
permite rejeitar a hipétese de homogeneidade, ao longo das quatro fases do ciclo vegetativo das

oliveiras, na distribuicao das moscas capturadas.



4. As parcelas da estatistica do teste sdo da forma

1.

w e medem o afastamento entre os
V)

valores esperados estimados, Eij, e os valores observados, O;;. Sabendo que os valores esperados

estimados sao constantes ao longo de cada coluna, had um valor observado que salta & vista na

tabela de contingéncias: o valor O3 4=13. Esse valor corresponde a um valor esperado estimado

E’374 = % = % =7.75. Assim, a parcela correspondente, na estatistica do teste tem o valor

3.556452. Trata-se duma célula onde a contagem observada é quase o dobro da esperada. Mas,

uma vez que nao se rejeita Hy, mesmo esta discrepancia nao pode ser considerada significativa.
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(a) Com excepcio do Indice de Area Foliar, as restantes varidveis sio medigoes da dimensdo
das oliveiras. As correlacoes entre qualquer par dessas restantes variaveis é positiva, o que
é natural: uma arvore maior tende a ser maior nas diferentes variaveis medidas. Mas a
correlagdo de IAF com qualquer das restantes variaveis é negativa. Assim, numa regressao
linear simples de IAF com qualquer preditor individual (que representa sempre um aspecto
da dimensao da oliveira) ha uma relagao decrescente: a maiores dimensoes, menores valores
do indice de area foliar. Logo, com base na informacao disponivel, pode afirmar-se que
a oliveiras de maiores dimensoes correspondem, em geral, menores valores de IAF, como
afirmado no enunciado.

(b) Estuda-se a regressao linear simples de IAF (Y') sobre o indice D (x).

i. Tratando-se duma regressao linear simples, sabe-se que o Coeficiente de Determinagao
é o quadrado do coeficiente de correlagao entre o preditor e a variavel resposta, ou seja,
R?=(—0.7746)? =0.6000052. Assim, aproximadamente 60% da variabilidade observada
nos indices de area foliar é explicada pela regressao linear sobre o didmetro da copa.

ii. Na recta de regressao y = by + by x, o declive é dado por by = 1y, - Z—z, onde 7, é o
coeficiente de correlagao referido na subalinea anterior, e s, e s, sao os desvios padroes,
respectivamente do preditor e da varidvel resposta. Tendo em conta os valores dados no

enunciado, tem-se: by = (—0.7746) x \/—m = —1.459697. Por outro lado, a ordenada

na origem é dada por by =7 — b1 T, pelo que by =4.928 — (—1.459697)(3.323) =9.778573.
Logo, a equagao da recta ajustada é y=9.778573 — 1.459697 x.

iii. O formuléario indica a expressao dum intervalo de predigao ((1 — a)) x 100%) para uma
observagao individual de Y, dado X =xz. Sabemos que o intervalo de confianga pedido
no enunciado tem uma expressao analoga, mas sem a parcela “1+” debaixo da raiz
quadrada, ou seja, é da forma:

1 — )2 1 _7)2
(bo +b12) —tgn—2 \/QMRE [ﬁJru} ; (bo+b17) +tan o \/QMRE hﬂLL 7) ] [

(nfl)si (nfl)Sg

Sabemos que by = 9.778573, by = —1.459697, x = 4, pelo que o valor estimado para
o valor esperado de Y é by + by x = 3.939785. Conhecemos ainda os valores n = 30,
7 = 3.323, s2 = 1.0770 e (a partir das tabelas) to.025(28) = 2.048. Para obter QMRE
podemos comegar por 55 = 3.8246, donde SQT = (n — 1) 82 =29 x 3.8246 =110.9134.
Assim, SQR = R? x SQT = 0.6000052 x 110.9134 = 66.54862, pelo que SQRE =
SQT—-SQR=110.9134—66.54862=44.36478. Finalmente, QM RE = Sy?%f =1.584456.
Substituindo estes valores na expressao do intervalo de confianga, obtemos o seguinte
IC a 95% de confianga: |3.3748, 4.5047[. Este intervalo a 95% de confianga é para o
indice de area foliar médio para oliveiras com didmetro da copa 4 m.



2. Neste ponto ajustamos uma regressao linear simples envolvendo os logaritmos (naturais) das
mesmas variaveis consideradas no ponto anterior.

(a)

Uma relagao linear entre os logaritmos de = e y corresponde a uma relagao poténcia entre
as variaveis originais. De facto,

In(y) =bo+ by In(z) & y=eoth@ oy oy = ghogh

oy = 1R
A proporcionalidade inversa entre y e x corresponde a uma relagao do tipo y = £, para
alguma constante de proporcionalidade ¢. Tendo em conta a alinea anterior, verifica-se que
o que é pedido é para testar se, na relacdo poténcia populacional, da forma y = % 2/, ¢
admissivel considerar 57 = —1. Como pedido no enunciado, a resposta sera dada através
dum teste de hipoteses.

Hipoteses: Hy :p1=—1 ws. Hp:p; #—1.
BB,
55,
Nivel de significAncia: «=P| Erro do tipo I | = P| Rej. Hy | Hy verdade | =0.05.

Regiao Critica: (Bilateral) Rejeitar Ho se [Tiqc| > t0.025(28) = 2-048.

Conclusoes: Tem-se T, = bl;{f” = _10'21331246+1 = —1.745098. Logo, nao se rejeita Hy,
B1 :

sendo de admitir (para o nivel «=0.05) que o indice de area foliar IAF e o diametro da
copa D sejam inversamente proporcionais.

2.9442 x71.2314

Assim, a curva ajustada entre IAF (y) eD (z) éy =e

Estatistica do Teste: T = N t, 0, sob Hy.

O valor referido no enunciado (42.0678) é um valor comparavel & Soma de Quadrados Re-
sidual do modelo linear, ja que calcula a soma de quadrados da diferenca entre valores
observados e ajustados do indice de area foliar na escala original do IAF. Assim, é uma
medida que permite comparar o desempenho dos dois modelos relacionando IAF e D: o mo-
delo de regressao linear simples e o modelo poténcia ajustado através da transformacao
linearizante, apos desfazer a transformacao. A SQRE do modelo linear fora ja obtido na
alinea 1(b)iii, e ¢ SQRE =44.36478. O valor correspondente no modelo poténcia (ajustado
através da transformagao linearizante) é menor (42.0678), pelo que se pode afirmar que cor-
responde a um melhor ajustamento ao abrigo do critério de minimizar a soma de quadrados
dos residuos de cada relagao.

3. Tem-se um modelo de regressao linear multipla entre 1n(IAF) e os logaritmos (naturais) das
restantes p=>5 variaveis.

(a)

O modelo agora ajustado tem um Coeficiente de Determinacao R?=0.8493, pelo que explica
cerca de 85% da variabilidade observada nos logaritmos dos indices de area foliar, um valor
bastante satisfatorio. O valor do R? modificado é algo inferior, an oq = 0.8179, verificando-
se alguma penalizacao do valor de R? resultante do facto de um modelo com p + 1 =6
pardmetros estar a ser ajustado com um ntimero nao muito elevado de observagoes, n=30.

De facto, e como anod =1-(1- RQ)nf(;}rl) verifica-se que a parte da variabilidade de

1n(IAF) ndo explicada pelo modelo (1 — R2=0.1507) foi aumentada num factor

n—1 _
n—(p+1) —
% =1.208333, ou seja, foi aumentada em cerca de 20%.

Pede-se para comparar este modelo de p=>5 preditores com um submodelo (do ponto I1.2)
de apenas k = 1 preditor. Usar-se-4 um teste F' parcial para comparar os dois modelos
encaixados. Tem-se:



Hipéteses: Hp : R? =R? ws. Hj : R? > R2, onde R? e R? indicam os coeficientes
de determinacao populacional, respectivamente do modelo completo e do submodelo.

Estatistica do Teste: F' = ";(f;rl) Pi?%}ff N Fptm(p+1)), SOb Ho.

Nivel de significancia: a=P| Erro do tipo I | = P| Rej. Hy | Hy verdade | =0.05.

Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Feaie > fo.05[4,24) = 2-78.

Conclusoes: Tem-se F,., .= % % =3.7624. Logo, rejeita-se Hy, i.e., considerando-

se que a qualidade de ajustamento do modelo completo difere significativamente (ao
nivel a=0.05) da do submodelo.

(¢) O grafico da esquerda tem no eixo vertical os residuos usuais e; de cada observagao, e
no eixo horizontal os correspondentes valores ajustados, ¢;. Sabemos que, a verificarem-
se os pressupostos do modelo, este grafico deveria ter os pontos dispostos numa banda
horizontal, sem padrao aparente. No nosso caso, verifica-se alguma tendéncia (embora nao
muito pronunciada) para uma disposi¢ao numa banda obliqua (assinalem-se os espagos em
branco nos cantos superior esquerdo e inferior direito), que pode sugerir a presenca duma
observacao com efeito alavanca importante, que atrai a superficie linear ajustada duma
forma analoga as observagoes relativas a dinossaurios no exercicio das aulas praticas. Em
contrapartida, a dispersao dos residuos parece ser constante ao longo de toda a gama de
valores ajustados, pelo que o pressuposto de varidncias homogéneas parece admissivel.

O grafico da direita tem, no eixo vertical, os valores dos residuos estandardizados (nenhum
dos quais é, em moédulo, maior do que aproximadamente 2, pelo que nao ha observacoes
muito distantes da superficie ajustada) e, no eixo horizontal, os valores do efeito alavanca
hi; de cada observagao. Sabemos que o valor alavanca tem de estar entre %: % =0.033333
e 1, sendo o seu valor médio 1%1 = % =0.2. O maior dos valores alavanca observados (para a
observagao 19) é cerca do dobro deste valor médio, e ja ¢ um valor respeitavel (cerca de 0.4).
Essa mesma observagao tem uma distancia de Cook muito elevada, ja proximo do limiar 0.5,
como se pode verificar pela sua proximidade & isolinha de Cook correspondente. E possivel
que a tendéncia para a obliquidade observada no grafico da esquerda esteja associada a esta
observacao, que é bastante influente e tem um efeito alavanca razoavel, embora nao seja

possivel confirmar essa tese com a informacao disponivel no enunciado.
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1. Tem-se a variavel resposta rendimento das videiras (Y') e dois factores explicativos: o factor
localidade e o factor ano. No entanto, o delineamento experimental nao é factorial, uma vez
que na grande maioria dos anos apenas houve observagoes numa tunica localidade. O modelo
ajustado corresponde a considerar o delineamento como hierarquizado, com o factor dominante
(A) alocalidade (com a=3 niveis) e o factor subordinado (B) o ano (que depende das localidades).
O namero de niveis do factor subordinado (ano) difere de localidade para localidade (isto ¢, difere
consoante o nivel do factor dominante), tendo-se by =5 anos para Mangualde (a localidade i=1,
pela ordem alfabética seguida pelo programa R); bo =4 para Nelas e bs =2 para a Vidigueira. O
delineamento é equilibrado, uma vez que em cada uma das 2?21 b; =11 situacoes experimentais
existem n. =8 repeti¢oes, perfazendo um total de 88 observagoes. Eis o modelo ANOVA ajustado:

o Yijr = 1+ a; + B + €ijr, para qualquer i = 1,2,3, j=1,..,b; e k =1,...,8, sendo
(11 o rendimento esperado na primeira localidade (Mangualde), no primeiro ano observado
(1994); «; o efeito principal (aumento esperado no rendimento) associado a localidade i



(com a restricao a; = 0); Bj(;) o efeito (acréscimo no rendimento médio) associado ao ano
j da localidade i (com a restrigao Bi(iy =0, para qualquer localidade i); e sendo €5, 0 erro
aleatorio associado a observagao Y.

e Admite-se que os erros aleatoérios sao Normais, de média zero e variancias homogéneas:
€ijx NN (0,0?%), para qualquer i, j, k.

e Admite-se que os erros aleatorios €;;, sao independentes.

2. Sabemos que os graus de liberdade associados ao factor dominante A (localidade) sdo a — 1=2,
e que os graus de liberdade associados ao factor subordinado B sao )¢ ; (b;—1) =8. Sabemos
ainda que os graus de liberdade residuais sao dados por n—zg’zl b; =88 —11=77. A forma mais
facil de obter a Soma de Quadrados associada ao factor dominante A consiste em comegar por
obter a Soma de Quadrados Total SQT'=(n — 1) x 32:87 x 1.774264=154.361, e depois usar a
decomposigao de SQT para obter SQA=SQT - (SQB(A)+SQRE)=154.361—(49.11444.16) =
61.091. Também seria possivel calcular SQ A directamente pela sua definigdo, dada no formulario.
Assim, o quadrado médio associado ao factor dominante é QMA = ”ZQT{‘ = 61'2& = 30.5455.
Finalmente, a estatistica F4 para o teste aos efeitos do factor dominante é dada por F4 =

QMA _ 305455 53 30803. Nota: Alguns destes valores podem sofrer erros de arredondamento

QMRE — 0.573
nos calculos.

Logo, a tabela-resumo completa obtida é:

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
local 2 61.09 30.545 53.31 3.0le-15
local:ano 8 49.11 6.139 10.71 5.44e-10
Residuals 77 44.16 0.573

3. Neste caso ha dois testes de interesse: aos efeitos do factor dominante A, e aos efeitos do factor
subordinado B. Vejamos em pormenor o teste aos efeitos do factor subordinado B.

Hipoteses: Hy : B =0, Vi,j vs. Hy : 34,7 tal que B # 0.

Estatistica do Teste: Fg = QQ%B}gg) N F[Zq—l (b1) -5, b ] sob Hj.

Nivel de significancia: o = 0.05.
Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Hy se Feqe > Jo.os(s,77) = 2.05.

Conclusoes: Como F,,.=10.71 > 2.05, rejeita-se Hyp, concluindo-se pela existéncia de efeitos
significativos de ano (ao nivel «=0.05). Esta conclusao seria semelhante para qualquer dos
niveis de significAncia usuais, tendo em conta o p-value muito proximo de zero, disponivel
no enunciado (p=5.44 x 10710).

No teste aos efeitos do factor dominante A (local) tem-se:

Hipoéteses: Hy : a; =0, Vi vs. Hyp : Jital que o; # 0.

Estatistica do Teste: Fy = QQM—% N F[aq NS b ] sob Hj.

Nivel de significancia: o = 0.05.
Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Fiqie > fo.05(2,77) = 3.12.

Conclusoes: Como F,,.=53.31 > 3.12, rejeita-se Hy, concluindo-se pela existéncia de efeitos
significativos de localidade (ao nivel & =0.05). Esta conclusao seria semelhante para qual-
quer dos niveis de significincia usuais, tendo em conta o p-value muito préximo de zero,
disponivel no enunciado (p=>5.44 x 10710).



Os dois tipos de efeitos sao claramente significativos.

4. Pretende-se comparar (com « = 0.05) os pares de médias que se podem formar a partir das onze
situagoes experimentais. Sabemos que duas médias populacionais, ji;; e ji;r, sao consideradas
diferentes se as respectivas médias amostrais diferirem, em modulo, em mais do que a diferenca

QMRE

Ne

Uiy | > q0_05(11777)1/% ~4.69 x v/0.071625 =1.255178. Ora, o rendimento médio amostral na
Vidigueira, em 2002, foi o maior de todos, ou seja, Y3, = 4.782. As situagoes experimentais
cujo rendimento seja inferior a 4.782 — 1.255=3.527 diferem significativamente do rendimento na
Vidigueira em 2002. Isso acontece em quase todas as restantes situagoes experimentais, sendo as
excepcoes a Vidigueira em 2004 e Nelas em 2010.

significativa de Tukey, go(s>e b, n-322  5;) (disponivel no formuldrio), ou seja, se [7;; —

v

No contexto da regressao linear simples indicada no enunciado, tem-se:

1. Sabe-se que a recta de regressao tem equacao y = by + by x, sendo by = § — b1T. Esta tdltima
equagao equivale a y=bg + by T. Mas isso significa que o ponto de coordenadas (7,7) satisfaz a
equacao da recta, ou seja, o centro de gravidade é um ponto da recta.

2. Exigir que para n pontos observados {(z;,y;)}!; e uma qualquer recta y=a + mx, se verifique
n n n n n
> [yi — (a+mz;)] =0 equivale a exigir que > y; = > (a+mux;) = Z a+m Y x;. Dividindo
i=1 i=1 i=1 Pl i=1

=na
tudo por n resulta § = a + mT, ou seja, o ponto (Z,y) serd um ponto da recta. Mas a condigao

nao impoe qualquer declive particular, pelo que nao é uma condicao suficiente para assegurar um
bom ajustamento da recta a4 nuvem de pontos. Comentario: A exigéncia de, numa regressao
linear, se minimizar a soma de quadrados dos residuos contém em si uma dupla exigéncia, como se
pode verificar considerando o sistema de equagoes que se obtém anulando as derivadas parciais de
SQRE em relagao a by e b;. Uma dessa equagoes (de onde resulta a formula para by) corresponde
a exigir que a soma dos residuos seja nula. E a outra derivada parcial que ira determinar o declive
optimo da recta.

3. Sabemos que, num teste de ajustamento global duma regressao linear simples, ao nivel de signi-
ficancia «=0.05, a rejeicao de Hy corresponde a ter-se Frge > fo(1,n—2), OU seja,

R? n—2 1—R? 1
— 2 > _ <~ > = — —1
(n )1 ) f0.05(1,n 2) f0.05(1,n—2) R2 R2
e 14172 2
J0.05(1,n—2) R?
1
- R2 > T =2
1 + __n—z
Jo.05(1,n—2)

O membro direito da desigualdade corresponde ao valor do coeficiente de determinacao que
define a fronteira de rejeicao de Hp, e depende apenas da dimensao da amostra. Com base
nas tabelas da distribuigao F, verificamos que, para n = 10, tem-se fyo5(1,8) = 5.32, logo o



limiar é ﬁ =0.3993994. Para n =62, tem-se fyo5(1,60) = 4.00, logo o limiar desce para
0.05(1,8)
— L —0.0625. Considerando o limite quando n tende para oo, a fraccdo no denominador
f0.05(1,60)
do limiar tenderd para +oo (ja que lim (n —2) = +oo e lim fyo501,,) = 3.84), pelo que a
n—00 n—+4o00 ’

fraccao tende para zero. Assim, para amostras muito grandes, mesmo valores muito pequenos de
R? serdo significativamente diferentes de zero. Comentéario: Esta alinea chama a atencio para
o facto de ndo ser possivel decretar um dado valor de R? como sendo significativamente diferente
de zero sem ter em conta a dimensao da amostra subjacente a esse valor. Numa regressao linear
multipla, além da dimensdao da amostra, é também o ntmero p de preditores que determina o
limiar de significincia de R2.

. Nesta pergunta, considera-se a notagao das regressoes lineares miiltiplas no estudo duma regressao
linear simples (no espirito do que foi feito no Exercicio 3 de RLM nas aulas praticas).

(a) Sabemos que qualquer matriz de (co-)varidncias do vector de estimadores, B, tem na diago-
nal, as variancias de cada estimador, e fora da diagonal, a covariancia correspondente a cada

linha/coluna da matriz. Tendo em conta que o nosso vector B apenas tem dois elementos,
e tendo em conta as formulas para V|[(], V[51] e Cov[By, B1] disponiveis no formulario,
tem-se que a matriz pedida é a seguinte:

2

n (n—1) 82 (n—1) 82
—To2 o?
(n—1) s2 (n—1) 82

V[,g] = [ V[BO] Cov[ﬁpﬁl]} o2 [l+ z } Czo

Cov[fyo, A1) V{61

(b) Sabemos que o vector de estimadores B tem distribui¢do Multinormal (neste caso, de dimen-

sao 2). O vector esperado corresponde ao vector dos verdadeiros valores dos parametros, ou
Bo
B

na alinea anterior. Assim, tem-se:

seja, a0 vector B = [ ] (estimadores centrados). A matriz de (co-)variancias foi indicada

BN (B,V[§]>

Ora, o estimador fiy|, = o + 1 @ corresponde a uma combinagao linear dos estimadores

—

) - 1 A >
no vector B, com o vector de coeficientes dado por a = [ . }, ou seja, fy|, = alB. Pelas

propriedades da Multinormal estudadas nas aulas, qualquer combinacao linear dos elementos

dum vector Multinormal tem distribui¢io Normal. Além disso, E[a!8] = a'E[B] = a8 e

—
~

V[atB]=a' V[ 4. Logo,

fiyie = &8 NN ( &'B a’fV[ﬁ]é)

7



Assim, o valor esperado de fiy|, ¢ a'B = By + P1 . A variancia correspondente é dada por:

z o2 [l+ 72 2] —To? 1
Vil = avBla = 0o |7 E0El |
(n—1) s% (n—1) s%
2 2 _ 5 B 1
- [FrammE@-m  Emmen ][]
2 2
=24+ > [7% — 2T — 2T + 27
n (n—1) 8%,
—\2
— o [l_}_(ﬂﬂ—ml }
n (n—1) 8%

Logo, .
fiyle = Bo+ Bz N N<ﬁo+ﬂ1$, a? {%4-@] >

(n—1) S%

que corresponde ao resultado visto nas aulas.



