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Para avaliar a taxa de sucesso no primeiro semestre
de um curso universitario com cinco disciplinas,
foram inquiridos 50 alunos inscritos na totalidade
dessas disciplinas. As respostas quanto ao niimero
de disciplinas realizadas com aproveitamento por
aluno foram as seguintes:

151413255145245
441253530213454
525304514044121
55523
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* *
# Conceitos basicos # Dados estatisticos
* *
% £l Dados — conjunto de informag@o que constitui o # [E Os dados (e respectiva varidvel) podem ser de
®  objecto de estudo da Estatistica. %  natureza
# g Populacio (ou universo) — conjunto de todos os ®  — qualitativa
#®  clementos/valores que se pretendem estudar. L * nominal (a ordem das categorias nio tem significado)
= Unidade estatistica (ou amostral) — elemento da e * ordinal (ha uma ordenagdo natural das categorias)
®  populagio que é objecto de observacio. &  — quantitativa
] .z P £ ] * discreta (provém de contagens)
Variavel — caracteristica comum aos elementos da , . o

® - . . Y e continua (provém de medicdes)

populagdo (cujo valor pode ser diferente de elemento i
r'y # & Exemplos:

para elemento). .
] . , » Clas_ses de Nimero de| Namero Namero | Niveis dei Nimero | gexo | Namero
° Amostra — subconjunto de elementos extraidos de M dimento | funilas_de ilhos| de cisais lassfcgdo dealunosf_____elunos

uma populacdo (conjunto de todas as observagdes da 500-1000 | 20 1|6 B 0 v | 2
- , - . . * 1000-2000 | 20 2 5 c 15
o  caracteristica em estudo efectivamente recolhldas).3 ° 2000 | 10 3 |03 D 5 .

Exemplo 1 Exemplo 2

Um dos principais indicadores da poluigdo
atmosférica nas grandes cidades ¢ a concentrag@o
de ozono na atmosfera. Num dado Verdo, e numa
dada cidade, registaram-se 78 valores dessa
concentra¢do, tendo-se obtido os seguintes valores:

3562 3031516076 743728 3435
1457 1.7 44 62 44 38 55 44 2511.7 4.1
6.8 94 1.1 6.6 3.1 47 45 58 4.7 3.7 6.6 6.7
24 68 755458 5642593033 4139
6.8 6.6 58 5.6 4.7 6.0 54 1.6 6.0 94 6.6 6.1
55253453575865141453 3.7 8.1
2.0 62 56 4.0 7.6 4.7 6




® . ]
# Revisdes de Estatistica # Agrupamento dos dados
k] £
% A andlise inicial dos dados tem como principais % [ Tabela de frequéncias
®  objectivos: 3 — caso de dados de natureza discreta, com um nimero
2 — a exploragdo dos dados para descobrir/identificar 2 pequeno de valores distintos
2 aspectos ou padrdes de maior interesse; ? frequéncia  frequéncia
? — a representac¢do dos dados de modo a destacar esses L IO abs"i‘l‘m relativa frequéncia
® aspectos ou padrdes: ®  varidvel (nimero ™~k < relativa
SN X n f F4 acumulada
® « condensar os dados observados sob a forma de @ o disciplinas : i : i
uadros; realizadas com 0 3 0,06 | 0,06

® q ; ®  aproveiamento) | 1 | 9 | 0,18 | 024
° * representar graficamente os dados; ° 2 7 | 014 | 038

« calcular indicadores numéricos de localizagdo e de 3 6 | 012|050
. dispersao. A 4 11| 022|072
@ ® 5 14 1028 | 1,00
* *
L] 7 2 8

Frequéncia Agrupamento dos dados (cont.)

Frequéncia absoluta (n;) — nimero de observacdes
iguais a x;

Frequéncia relativa ( f;) — fraccdo do ntimero total
de observagdes iguaisa Xx; (f,=n/Y. n,)

Frequéncia relativa acumulada ( F;) — frac¢do do

Tabela de frequéncias
— dados de natureza continua ou dados de natureza discreta
com um numero elevado de valores distintos
* neste caso ha que agrupar os dados em classes seguindo, por
exemplo, o procedimento seguinte:

1) determinar 0 maximo e o minimo do conjunto dos dados
) . (avaliando a amplitude total = max - min);
numero total de observagdes menores ou iguais a x;

(F=> )

2) escolher o numero de classes;

3) definir os varios intervalos de classe fixando os seus limites:
os intervalos tém de ser disjuntos e o dominio da variavel
tem de estar contido na unido de todos os intervalos;

4) contar os valores pertencentes a cada classe, determinando a
frequéncia absoluta e relativa de cada classe.
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® . ]
# Numero de classes # Exemplo 2 (cont.)
k] £
% [ A escolha do numero de classes, além de se basear % Dmin=1.1 ¢ max=11.7
Y na experiéncia e nos objectivos do investigador, ® 2)Pelaregrade Sturgesm=7 <« 1+(log,n)=7.285
®  depende de dois factores: a dimensdo (n) ¢ a # 3) Amplitude das classes 7 = 1.5 « (max-min)/7 =1.51
#  amplitude total da amostra. ] Tabela de frequéncias
#® g Exemplo de uma regra para escolha do numero de * Clase] Tntervlode [ Ponto | » | 7 | 7
®  classes com amplitude constante: g i classe | médio | ‘| :
®  Regra de Sturges — toma-se como numero de o ; }?2; g} g;: g 3(1); 3(1);
®  classes o inteiro (m) mais proximo de o 3| p0.4s] | 375 | 20 | 026 | 042
‘ ' 4 | W5.600 | 525 | 24 | 031|073
] _,  logn ® 5| 160,751 | 675 | 15 | 0,19 | 092
Py 1+(log,n)=1+ loe 2 ® 6 | 175,900 | 825 | 3 | 00409
° 0g ° 7 | 190105 | 975 | 2 | 003 |09
8 | 710512.0] | 11,25 1 ] 001 | 1,00
2 L




Representacio grafica Indicadores numéricos

Diagrama de barras — num referencial
ortonormado marcam-se no eixo das abcissas todos
os valores que a variavel pode tomar e, em cada um,
tragam-se barras verticais de ordenada igual a
frequéncia absoluta/relativa observada

— utiliza-se quando o conjunto de dados ¢ discreto com um
numero moderado de valores possiveis (exemplo 1).

Histograma — diagrama de areas formado por uma
sucessao de rectangulos adjacentes, cuja base € a
amplitude de cada classe e cuja area representa a
frequéncia relativa na classe

— utiliza-se com dados agrupados em classes (exemplo 2).

Em geral, é importante resumir os dados de
natureza quantitava, calculando algumas
caracteristicas numéricas da amostra de modo a ter
informacao sobre a sua

* localizacdo
— média, mediana, quantis ¢ moda
* dispersao
— amplitude total, amplitude inter-quartil, variancia,
desvio padrdo e coeficiente de variacdo

PPODOOOPOOOOOEOSESIIOS
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Indicadores de localizag¢ao: média Algumas propriedades da média

Seja (x,, x,, ..., x,}uma amostra com n observagdes .
Define-se média aritmética, ou simplesmente média, como

A média ¢ o ponto de equilibrio (“centro de
gravidade”) das observagdes.

n

xl+x2+---+xn_z,i:1 X
n n

A média de uma transformacéo linear dos dados € a
transformac@o linear da média dos dados originais,
ie., X;=a+bx=>x=a+bXx.

xXx=

Nota: sempre que possivel deve-se calcular a média a partir de
dados ndo classificados; no entanto, quando apenas se dispde de

dados classificados pode-se calcular a A média é muito sensivel a valores extremos

(outliers)

.

nx';
. - =1 it
média agrupada = x'=—_

em que c ¢ o niimero de classes, n, ¢ a frequéncia absoluta da classe
ie x' ¢ o ponto médio da classe i.

PPOODOOLOOPOOOOOOOSGES
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Indicadores de localiza¢cdo: mediana Indicadores de localiza¢do: quantil
Seja {x,, x,, ..., x,} uma amostra com n observagdes,
e sejam {X(;), X3, X, | as observagdes ordenadas Define-se quantil de ordem p (0 <p < 1) como
(x)<x)=<..<x,). Define-se mediana como
; X ols1) se np ndo ¢ inteiro
X(%.) S€ n 1mpar _ P
0,= Xiup) T Fups1)

X= x(£)+x(£”) se np ¢ inteiro

2

se n par 2

L em que [np] designa o maior inteiro contido em np.

A mediana ¢ o valor que separa as 50% das que [np] & P
observacgdes inferiores das 50% superiores.

Ao contrario da média, a mediana ¢ uma medida de

localizacdo resistente a erros grosseiros e outliers.

PPODOOOPOOOOOEOSESIIOS
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Indicadores de localiza¢do: quantil (cont.)

Para dados agrupados, o calculo do quantil de ordem
p (Op) pode ser feito de diversas maneiras. A mais
usual corresponde a localizar a primeira classe (k)
cuja frequéncia relativa acumulada é superior ou
igual a p (F, > p) e considerar o seu extremo inferior
(x"™™) como uma aproximagdo inicial a que € preciso
adicionar uma correcgao. Essa correcgao €
proporcional a amplitude da classe (%;) e ao niimero
de observagdes que faltam para atingir os p>x100%
de observagdes inferiores O,

y __ _min p_Fk—l
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Indicadores de localizacao: moda

Para dados qualitativos ou dados discretos nao
agrupados, a moda define-se como o valor mais
frequente.

Para dados agrupados em classes de amplitude
constante (%), a moda € um valor da classe com
frequéncia mais elevada (classe modal) calculado
por regras empiricas, por exemplo

min fk+l
mOd Xk h fk*l+fk+l ’
em que x"™ ¢ o limite inferior da classe modal, f,_, e
S+ sdo as frequéncias, respectivamente, da classe

anterior e da classe posterior a classe modal. 20
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Indicadores de dispersao

Amplitude total: 4,, = max —min

Amplitude inter-quartil: AIQ = Q5 — Oy s

2
2 Z:Zl(xi_j‘)z_ an:lx?—(Z::I x")

£l Variancia: s°=
n—1 n(n—1)

g Desvio padrao: s=V(s?)

21
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Indicadores de dispersao

Para dados agrupados em c classes:

max min

— Amplitude total: 4,,~x." — x|
— Variancia:
¢ -2 ¢ 2
’— ! . . '. .
12 Zi:l(x i—X ) 7 Zizl X — 2 ¢ 2 2
s = = -x'""=2,  x"f—x
n n i=1

max . . Pe] min ~ , P . .
emque x, ¢ o limite superior da ultima classe,x, ¢ o limite inferior
da primeira classe, n, € a frequéncia absoluta da classe i, X' ¢ a média

agrupada, x ', é o ponto médio da classe i e /; ¢ a frequéncia relativa da

classe i.

22
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Algumas propriedades dos ind. de dispersao

A amplitude total, a variancia e o desvio padrdo sdo
medidas de dispersdo muito influénciadas por
valores extremos.

A amplitude inter-quartil é uma medida mais
resistente a erros grosseiros e outliers.

g s°=0 e s=0

Seja {x;, X,, ..., X, Juma amostra com n observagdes
com variancia s, € x;j=a+bx,, i=1,..,n.

A variancia das novas observagdes € =05
e o desvio padrdo ¢ s ,=|bls,.

23
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Dispersao absoluta e relativa

As medidas de dispersao anteriores sdo chamadas
de absolutas pois dependem da unidade da variavel
a que se referem.

Medidas de dispersao relativa sao independentes
da unidade da variavel, permitindo comparar dados
cujas unidades sdo diferentes ou que diferem
consideravelmente em grandeza.

De um modo geral, as medidas de dispersao relativa
sdo definidas como

dispersdo absoluta

localizagao

dispersdo relativa =

24
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Coeficiente de variacao

A medida de dispersao relativa mais usada é o
coeficiente de variacao,

CV=%><100%.

Nota: CV's6 pode ser ser usado quando a variavel toma
valores de um mesmo sinal, i.e., s6 positivos ou s6
negativos.

O CV pode ser interpretado como a frac¢ao da dispersao
pela qual a localizacdo ¢ responsavel

— em muitas situagdes, quanto maior ¢ a localizagdo maior
tende a ser a dispersdo.

25
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Assimetria

As distribui¢des podem classificar-se em:
— simétricas
média = mediana = moda
— enviesadas a esquerda ou assimétricas positivas
média > mediana > moda

— enviesadas a direita ou assimétricas negativas
média < mediana < moda

A assimetria (afastamento da simetria) ¢ tanto maior
quanto mais afastadas estiverem média, mediana e
moda.

26
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Assimetria (exemplos)

Distribuigdo simétrica

Distribuig¢@o assimétrica positiva

Distribuig@o assimétrica negativa

27
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Outliers

Outlier ¢ um elemento que se afasta do padrio geral dos
dados e a que se deve dar atengdo especial.

Regra pratica para identificacdo de (candidatos) a outliers:
— Um valor x; é considerado um outlier quando

x,<0,-1.5(0;-0,) ou x,>0;+1.5(0;—0,),

em que O, = Qy,s ¢ O3 = Q75 sdo 0 1° e 0 3° quartil,
respectivamente;

Nota: os valores O,—1.5(0;—0,) e 0;+1.5(0;—0,) sdo as chamadas
barreiras inferior e superior, respectivamente;

28
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Outliers (cont.)

A identificagdo e interpretagdo de outliers ¢ uma
tarefa complexa e altamente subjectiva.

— Este tipo de observagdes pode resultar:

* de erros humanos cometidos ao medir ou ao registar os dados,
* da propria natureza do fendémeno em estudo.
A eliminacdo de potenciais outliers deve fazer-se
com prudéncia.

— E aconselhavel proceder a anélise estatistica com e sem
cles e avaliar a sua influéncia na analise e interpretagao
dos resultados. Se as diferengas forem apreciaveis ha que

relatar este facto e, eventualmente, recolher mais dados
e recomegar a analise.

29
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Diagrama de extremos-e-quartis

O diagrama de extremos-e-quartis (ou caixa-de-
bigodes , box-and-whiskers plot) é um grafico que
permite representar em simultdneo medidas de
localizagdo e dispersdo de uma amostra:

— transmite de modo
imediato uma ideia da
localizag@o, dispersdo e
forma da populacao de que
foi extraida a amostra;

— é um instrumento
adequado para comparar
varias amostras.

O ¥ O

max

min

30




— linear ou néo;

b)Relagdo entre o peso e a altura de um ser humano adulto.
— crescente ou decrescente.

® L)
# Caixa-de-bigodes com outliers # Estatistica descritiva a duas dimensées
] k]
% [ A presenca de outliers leva a modificar a caixa-de- % E Quando se consideram colecgdes de pares de
®  Dbigodes. Os “bigodes” vao somente até aos ®  variaveis (x;, y;), i = 1,...,n, deixamos de estar
® elementos do conjunto de dados mais extremos que ®  interessados em explorar isoladamente cada uma
L] nao sdo outliers. Os outliers sdo marcados com 2 das variaveis. O objectivo passa a ser o estudo da
®  pontos. #  variacio conjunta dessas variaveis, procurando
e ®  porem evidéncia “relagdes” eventualmente
® ®  cxistentes entre elas.
d | [ ® g Em Estatistica, ndo sio relagdes deterministicas
o #®  (relagdes funcionais) que interessam, mas sim a
® ®  variacio em média das duas variaveis (relacio
® . RN » ®  estatistica).
L] 2
L] 31 2 3
* *
# Correlacio # Diagrama de dispersao
* *
% [ Entre duas varidveis quantitativas ligadas por uma % () Diagrama de dispersao (ou nuvem de pontos) ¢ a
®  relacdo estatistica diz-se que existe correlacio. ®  representagdo grafica de um conjunto de pares de
) — Quando existe correlagdo, os fendmenos observados ndo ®  observagdes (x;, y;), i = 1,..., n, num sistema de
? estdo indissoluvelmente ligados, mas a intensidade de ® eixos cartesianos.
® um é acompanhada tepdencialmente pela intensidade do ® — O ponto (%, 7) o centro de gravidade da nuvem de
° outrg, 1no mesmo sentido (~correlag‘:ﬁo positiva) ou em ° pontos. ’
4 sentido inverso (correlaciio negativa). p
: Exemplos: : .At.ra.wés da anél.ise~gréﬁca’ol.)tém—se uma ideia

N . . inicial da associagdo estatistica entre as duas
® a) Relagdo entre o prego do vinho e o montante da colheita ® variaveis:

em cada ano; :

2 ®
* 2
] ?
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Indicadores para dados bidimensionais:

A Algumas propriedades da covariiancia
covariancia

Para além dos indicadores numéricos que
caracterizam individualmente cada uma das
amostras (%, 7, s°, si, ...), podem definir-se novos
parametros para descrever as relagdes existentes
numa amostra bivariada.

Define-se covarifdncia de x e y como

Seja|(x;, y,)|/_ uma amosta bivariada e sejam x,=a+bx,
e y,=c+dy, transformacdes lineares dos dados.
Entdo cov(x’, y")=bd cov(x,y).

A covariancia ¢ um indicador da associagdo (linear)
entre duas variaveis:
— quando cov(x , y) > 0 ha correlagio positiva;
— quando cov(x , y) <0 ha correlagdo negativa;

n

Z(xi_)_c)(y,'_)_’) nzxiyi_zxfzyi
_im i1 =l

i=1

A covariancia tem, no entanto, um forte
inconveniente: depende da unidade de medida
usada, sendo fortemente afectada por mudangas de
escala nas observacgoes.

covlx, y)= n—1 n(n—1)

PP ODOOOOPOOOOOEISESIS
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Indicadores para dados bidimensionais: . . ~
° . ~ # Propriedades do coeficiente de correlacao
° coeficiente de correlaciao °
% Define-se coeficiente de correlacio de uma 3 r tem sempre o mesmo sinal da covariancia.
%  amostra bivariada como 2 “1<r<l.
® ® ~
° = rxy:m coms,#0 ¢ 5,7#0. ° O valor de 7 ndo € afectado, em.valc.)r qbsoluto, por
o ) SeSy ) o o (ransformagdes lineares das variaveis, i.., se rxy ¢ 0
° 0 coseﬁmente de correlagao ¢ também um 1nd{ca(}or o  coeficiente de correlagdo da amostra bivariada
pt numérico que permite avaliar o grau de associacio : { (x., )]n e x'=atby, e ' =c+dy sio

. cr . o irVil|i=| i i i i
° linear entre duas varidveis. E, no entanto, uma s transformagdes lineares das variveis, entdo
indica¢do meramente ordinal: v o—r se bd>0

® — podemos ordenar diferentes valores de e com isso ter * ou ryooow
' uma ideia sobre quais as varidveis que tém um grau de d r..=—r_ se bd<0.
% associacio(linear) mais forte; nio faz, no entanto, sentido E) A 7
2 dizer que r = 0.90 representa uma correlagdo duas vezes 2 | o | = 1 se todos os valores observados se
® mais forte do que a dada por = 0.45. 37 ® encontram sobre uma recta. 3
* *
# Interpretacio do valor de r # Exemplos
* *
% Er=1 setodos os pontos observados se encontram ] =1 ST =20978 =0.898
%  sobre uma recta de declive positivo. 9 - - N 1 o
® @r=1 se todos os pontos observados se encontram e | -] =77
®  proximos de uma recta de declive positivo. * o
o s .| ]
e DI 0 se a nuvem apresenta um aspecto arredondado ° —— —_— e
o oualongado segundo um dos eixos. p T T T
» B r=—1setodos os pontos observados se encontram 8 5 ,=0.702 1220163 r=-0.519
# proximos de uma recta de declive negativo. e - <] N
® Air=-1 se todos os pontos observados se encontram * . o "]
®  sobre uma recta de declive negativo. * o
» ® I ESUPPER N
] ?
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Interpretacio do valor de r (cont.)

Um valor de r elevado ndo significa,
necessariamente, uma associagao linear forte.

— Pode ser uma consequéncia da estrutura da nuvem de
pontos ou da existéncia de pontos afastados.

g r = 0 ndo significa mais do que a auséncia de
qualquer relagdo ou tendéncia linear entre as
variaveis.

— Uma das variaveis pode ser completamente determinada
pela outra e a correlagdo ser nula.

Nao confundir associacdo estatistica com
causalidade:

— um valor elevado de » ndo significa que x seja causa de y

ou que y seja causa de x. .

POPOOOOPOIPOOLOLIOLOLOEOGDS

Dados de Anscombe

> anscombe

x1l %2 x3 x4 vyl v2 v3 v4
10 10 10

8 8 8
13 13 13

9 9 9
11 11 11
14 14 14

6 6 6

4 4 41
12 12 12
77 7

.95
.58
.81
.33

8
6 .14
7

8

8
9.96
7

4

0

4

5

L7401
L7
.26
.10
.13
.10
.13
.26
.74

.77
.74
.11
.81
.84
.08
.39
.15
.42
.73

.76
W71
.84
.47
.04
.25
.50
.56

.24
.26
.84
.82
.68

-
RN ST RN TN

F 0o g W
0 O GO O 0 O O O W W
1O WOy W 0 ® O
@O oD N o I

.89

média

x1 x2 %3 x4 et y2 y3 v4

9.00 9.00 9.00 9.00 7.50 7.50 7.50 7.50
variéncia

x1 X2 %3 x4 vyl y2 y3 v4
11.00 11.00 11.00 11.00 4.13 4.13 4.12 4.12

42




* ®

# Dados de Anscombe # Exemplos: r=0

k] £

3 2] o 3

® N e s — -

® e s ST, . :

’ crr e s T R L]

® r =082 ° So1 R
y2 3.0+0.5x2 % i ", \..«/l % | &

2 k]

® * ’ * *

K 2 % = i:: £ ]

B N . : ® Situagdes deterministicas: y = f{x)

o Do s oo S0 e o

£ ] r =0.82 x3 x4 r =0.82 ' ]

Py y3 = 3.0+0.5x3 vé4 = 3.0+(ié5x4 ® -

* *

# Quadro de correlaciao # Regressio linear simples — contexto descritivo

* *

2 Quando a amostra bivariada ¢ muito grande, pode E A regressdo linear estima a rela¢ao linear entre duas

#  ser atil condensar os dados numa distribui¢do ®  varidveis:

%  (agrupada ou ndo) de frequéncias bivariadas, %  x—variavel preditora (independente)

#  formando um quadro de correlacio ou quadro de ®  y—variavel resposta (dependente)

®  dupla entrada. ]

® A presenga de frequéncias mais elevadas sobre ou L Por vezes ndo é claro qual das variaveis € a resposta e

®  navizinhanga de uma das diagonais do quadro de #  qual ¢ a varidvel independente (altura, peso). Neste

®  correlacdo evidéncia a existéncia de correlagdo #  caso deve usar-se uma analise de correlagdo.

#®  (positiva ou negativa) entre as duas variaveis em *

#®  questdo. # 5 A regressdo linear simples estima relagdes da forma

e — Quando s6 se tem acesso a dados agrupados ¢ possivel ® y= b0+ blx

& calcular valores (aproximados) de covariancia e do ]

2 coeficiente de correlagao. 45 2 16
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Regressao linear simples - exemplo

n =31 pares de
observagdes em
cerejeiras

x — diametro a
altura do peito
(DAP)

y - volume tronco

R package
trees (datasets)
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Regressiao linear simples — contexto descritivo

Considerem-se n pares de observagoes (x;,y), i=1,..., n.
Pretende-se determinar a recta y = b + b x que melhor se
ajusta as n observagdes de acordo com o critério dos

minimos quadrados.
Sejam y,=by+b,x; os y, ajustados pela recta.

O erro ou residuo ¢ dado por e,=y,— $,=y,—(by+b, x,).

Pretende-se determinar b ¢ b, que minimizem a soma dos
quadrados dos residuos.

48




Regressao linear simples — exemplo

Volume (m*3)

DAP (cm)

PPOOOOOOPOOOLOOESIS
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Regressao linear simples — contexto descritivo

n

Seja SORE=) &= (y,—by—b,x,}
i=1

i=1

Determinar b, e b, que minimizem SORE <

N
bl — COV(-)ZC,y) — Yy

x

Nota: b, tem o sinal de cov(x, y) e r.
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Regressao linear simples — exemplo

y=-1.04624 + 0.05648 x

PPODOOLOPOOOOOISSS
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Regressao linear simples — contexto descritivo

A recta de regressao passa no ponto (x, y)
O declive darecta b, :

— chama-se coeficiente de regressao de y sobre x,
— representa a variagdo esperada para y quando x
aumenta 1 unidade.

Precisao da recta:
Uma medida da precisdo da recta de regressao é
dada pelo coeficiente de determinagio R*=(r)
que mede a percentagem de variabilidade de y que
¢ explicada pela regressdo.
— Exemplo:

R*=0.9671194*=0.9353199
52
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