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Probabilidade - motivacao

Objectivo: caracterizar uma populagdo (através de
parametros de localizacdo, dispersao, ...)

Nao sendo possivel estudar todos os elementos da
populagdo, recolhe-se uma amostra aleatéria:
i. Qualquer elemento da populacdo deve ter igual

oportunidade de ser incluido na amostra —
representatividade.

ii. A seleccdo de um elemento ndo deve influenciar a selec¢do
de outro qualquer elemento - independéncia.
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Probabilidade - motivacao

Amostragem

Amostra
conhecida

Populagdo
desconhecida

Inferéncia

. Com base na amostra estimam-se as
: caracteristicas
V (desconhecidas) da populagao

B i

Parametros

W, o, ... #

Estimativas
X,8,...
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Probabilidade - motivacao

O estudo da probabilidade permite quantificar a
incerteza associada as estimativas, proporcionando
ferramentas para desenvolver modelos matematicos
que ajudam a prever o comportamento de
fendbmenos nos quais interfere o acaso.
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Experiéncia aleatoria

Experiéncia aleatéria:
— O conjunto dos resultados possiveis ¢ conhecido
antes da realizagdo da experiéncia;
— tem intervengdo do acaso, por isso o resultado

(observagdo - @) ndo se conhece antes da
realizacdo da experiéncia.

Espaco de resultados (Q2): o conjunto de todos os
resultados possiveis de uma experiéncia aleatdria.
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Experiéncia aleatoria

Exemplo:

A — langar um dado cubico com as faces numeradas de
1 a 6 e observar o nimero da face voltada para cima

0={1,2,3,4,5,6} #Q=6
‘B —langar dois dados (distinguiveis)
Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),...,(6,6)} #Q=36

C — ensaiar uma lampada ¢ observar o tempo (centenas
de horas) que leva a fundir
Q={teR:t=0}=[0,+ [




Acontecimento

Acontecimento: ¢ uma colecc¢io de resultados

— Os acontecimentos sdo os objectos aos quais se atribui
probabilidade

O acontecimento 4 — Q realiza-se se o resultado da
experiéncia aleatéria for um elemento de 4

— @ ¢é o acontecimento impossivel
— Q) ¢ o acontecimento certo
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possiveis — € um subconjunto do espago de resultados.
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Acontecimentos

Exemplo (continuagdo) — Acontecimentos:

A — ocorre face par

‘B — ocorre soma par

A={2,4,6}

B={(1,1),(1,3),...,(1,5),...,(6,6)}
C - lampada funde em menos de 2400h

C=10,24]

Algebra de acontecimentos

A subacontecimento de B, 4 — B: a realizagdo de 4
implica a realizagdo de B.

*
*
*
2
2
L ]

° & A unido com B, 4 U B: ¢ o0 acontecimento que se
o realiza quando pelo menos um deles se realiza.

® g A interseccdo com B, A N B: é 0 acontecimento que
®  serealiza quando ambos se realizam.

: Diferenca entre A e B, A — B: ¢ o acontecimento que
» serealiza quando 4 se realiza sem que se realize B
(A—B=A4NB).

_» B Complementar de A, A=Q— A4 : ¢ o acontecimento
]

que se realiza quando 4 ndo se realiza. .

® OOV OO e

2
*
2

Algebra de acontecimentos: Propriedades

Comutativa:

Associativa:

AUB=BUA;

ANB=BNA

& Distributiva: AN(BUC)=(4ANB)U(ANC)
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Acontecimentos mutuamente exclusivos

A e B sdo acontecimentos mutuamente exclusivos
(ou incompativeis) se e so se a realizagdo de um
implica a ndo realizacdo do outro, isto &,

ANB=g

Exemplo (continuago):

A - ocorre face par, 4, A={2,4,6}

ocorre face impar, 4, A4,={1,3,5}
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Probabilidade

Segundo Laplace (1812) — se numa experiéncia
aleatoria os resultados possiveis sdo igualmente
provaveis, a probabilidade de um acontecimento 4 é

_n°de resultados favoraveis a A
P(4)=—; —
n’de resultados possiveis

Exemplo (continuacdo) — Probabilidade de

acontecimentos

A — ocorre face par

3 1
A={24,6y = PlA)=g=5




Langar o dado “muitas” vezes, contar o numero de vezes

C - lampada funde em menos de 2400h C=[0,24[ ! :
que ocorre A e calcular a frequéncia relativa de A.

P(C)=?

e L

» Probabilidade » Probabilidade frequencista

* ?

% B— ocorre soma par B={(1,1),(1,3),...,(1,5),...,(6,6)} % g Conceito frequencista (von Mises, 1919) —a

? d ®  probabilidade de um acontecimento ¢ o limite da sua
ado 1 N . ,

* 123456 #®  frequéncia relativa num grande nimero de

? AFa 3 T4] 3 s 7 ®  experiéncias.

o 2304]5[6]7]3. . ?

® S 3w, s 6] 7]8]9 P(B):3—:2_ ®

: g 4,,_5 ——6"',,,_7 —8'_,9 L : Exemplo (continuagdo) — Probabilidade de

& 2 j; 2 ,,}90 i‘: :; & acontecimentos

9 " # A-—ocorre face par A={2,4,6} P(4)="?

L] ®

* 2

2 ?
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* ®
» Probabilidade frequencista » Probabilidade: formula¢iao axiomatica
* *
? res  freq # g Kolmogorov, 1933
® 1 3 0.0000000 ancia de 'sai . 2 . . ,
s 25 0.0000000 Frequéncia de 'sair face par » [ Probabilidade de um acontecimento A4, P(4): é um
3403333333 : : :
® 4 302500000 4 M g NUmero real que verifica os axiomas
55 0.2000000 Q
® 6 603333333 & ° ® P20
® 7 204285714 § o e - P(Q)=1
8 205000000 g S | .
B 3 04444444 g B 2 — P(AUB) =P(4) + P(B) se A ¢ B mutuamente exclusivos,
# 10 205000000 % S 4 ie.se ANB =0
® 50 506800000 ~ _ ]| o
® S5l 5 06666667 S : : : : : PY
® 100 ¢ 0.6000000 0 100 200 300 400 500 PY Destes axiomas decorrem as leis da probabilidade.
g 101 305940554 num. langamentos 4
. . . . s . 16

(4 =6/36
6) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(4ANB) . :

7) P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+P(C) Utilizando a lei 7: P(Bl)=P(BZ)=P(Bz)=3/36,
—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)

+P(ANENC) P(B M B )=1/36, P(B N B )=2/36,...

2 2
# Leis basicas da probabilidade # Leis basicas da probabilidade (Exemplo)
? )
% A, B, C acontecimentos aleatorios % B-— acontecimentos B1:{(1’1)’(1’2)’(2’1)}
B )
® 1) P(4)=1-P(4) ® B ={(1,1),(2,2),(3,3)}
® 2) P@)=0 : B={(1,1),(1,2)(1,3)}
) ) 3
3) A<B = P(4)<P(B)
: 4) P(4)<I : P(B UB,UB,) = P{(1,1),(1,2),(2,1).(2,2),(3.3).(1,3)}
s 5) P(A—=B)=P(ANB)=P(A)~P(ANB) .
® ®
B »
® -
» )
a )
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Probabilidade condicional

Probabilidade condicional de 4 dado B
(ou “sabendo B” ou “se B”) ¢

_P(ANB)
se P(B)>0.
Exemplo (continuagdo)
A — acontecimentos 4 ={2} — P(4)=1/6
A4={2,4,6} - P(4)=1/2
P(4,n4,) _P(4,) 1/6
P(4,]4,) = 2 V20
4, P(4,) P4, 112 13
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Probabilidade condicional

Se P(4)>0 ¢ P(B)>0

P(ANB)
P(B)

P(ANB)

P(4|B)= o)

etambém P(B|4)=

Portanto:
P(ANB)=P(A|B)XP(B)=P(B|A)XP(A)

P(B|4A)XP(A)

P(AlB)=T T

(Teorema de Bayes)

(necessita regra de calculo interessante para denominador)
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Acontecimentos independentes

Pode acontecer que o condicionamento seja irrelevante

Exemplo (continuagio)
A —acontecimentos: {4,5} — P({4,5})=1/3
sair face par —  P(face par) =1/2
sair face impar —  P(face impar) = 1/2
P({4])) _1/6

P({4,5}|facepar)=m=m=1/3

P({5})) _1/6

P({4,5}| face impar)= P(BsT) 12

1/3
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Acontecimentos independentes

O acontecimento {4,5} é independente de “sair face
par” e também de “sair face impar”.
A ¢é independente de B se P(4|B) = P(4), P(B)>0,
= P(ANB)=P(A|B)XP(B)=P(4)xP(B)
mas entdo P(B|4) = P(B), P(4)>0,

portanto B também ¢ independente de A.

Definicio: Os acontecimentos A4 e B sdo independentes
ss¢ P(ANB)=P(A)xP(B)-
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Acontecimentos independentes

Note-se que dois acontecimentos independentes nao
podem ser mutuamente exclusivos, a nao ser que
um deles tenha probabilidade nula (mostrar).

A defini¢do de independéncia pode ser alargada a
qualquer conjunto de acontecimentos. Para n
acontecimentos serem independentes ndo basta que
sejam independentes 2 a 2.

Definicao: Os acontecimentos 4;, A, € 43 sdo
independentes sse sdo independentes 2 a2 ¢
P(A4,NA,NA3)=P(A4,)XP(4,)XP(4;)
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Particao

Definicdo: 4,, 4, ..., 4, constituem uma parti¢do do
espaco de resultados (2 sse

— quaisquer dois acontecimentos 4, ¢ 4; sio mutuamente
exclusivos e

~ Q=4,U4,U...UAd,
o)

A
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# Particao # Teorema da probabilidade total

K] E ]

? Seja A, 4, ..., A, uma parti¢do do espaco de resultados Py

o € comP(4y) >0 (k=1,...,n) e B um acontecimento de Q. ] Se os acontecimentos A;, 4, ..., A, constituem uma

: B=(BNA,)U(BNA4,)U...U(BNA,) : particdo do espago de resultados Q, com P(4,)>0
k=1,... ta 1 teci to Bd

o = P(B)=P(BNA)+P(BAA)+..+P(BNA) . g)te,m,:f):, entao para qualquer acontecimento e

® o P(B)=P(B|A,)P(4,)+P(B|4,)P(A4,)+... °

s +P(B|4,)P(4,) o "

° o P(B)=Y, P(B|4,)P(4,)

Py Q A1 Az A3 Py k=1

* £

2 ]

° B B

2 Ay 2 ?
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O Teorema de Bayes é uma consequéncia ® [ Murteira, B., Ribeiro, C.S., Silva, J.A. e Pimenta C.
(coroldrio) do teorema da probabilidade total. ® (2010). Introdugao a Estatistica. Escolar Editora.

Teorema de Bayes e Neves, M. (2009) Introdugdo a Estatistica e
Se os acontecimentos 4,, 4, ..., A, constituem uma Probabilidade. Apontamentos de apoio as aulas.
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P(Ak|B)=P(AkmB)= P(BlAk)P(Ak) k=1....n

P gy P4y

k=1
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