INSTITUTO oA . y .
((d SUPERIOR B Experiéncia aleatoria
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o I Experiéncia aleatoria:
Departamento de Ciéncias ¢ Engenharia de Biossistemas
Sec¢iio de Matemitica

— O conjunto dos resultados possiveis ¢ conhecido
antes da realizag@o da experiéncia;

Matemitica 11 — tem intervengdo do acaso, por isso o resultado

(observacdo - ) ndo se conhece antes da
realizagdo da experiéncia.
Fundamentos de Probabilidade

Espaco de resultados (Q2): o conjunto de todos os

resultados possiveis de uma experiéncia aleatoria.
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(MJ Martins, F. Valente e M. Mesquita)
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colecgdo de intervalos da recta real. Exemplo:

Q' ‘unto de val resultados de “medig¢des” como peso, altura.
- conjunto de valores

possiveis para X
(contradominio)

* ®

» Variaveis aleatodrias » Variaveis aleatorias

* *

# g Varidvel aleatéria (v.a.) X - ¢ uma fungdo que ® g Xév.a. discreta se Q' ¢ finito ou infinito numeravel.

®  associa um n° real x a cada resultado ® do espago de ®  Exemplo: n° de criancas que nasce em cada parto, n°

®  resultados Q de uma experiéncia aleatoria. ®  de gralhas em cada pagina de um livro e em geral

¢ ®  variaveis de “contagem”.

* Q R e

® g . . . .

° _ X ¢ v.a. continua se Q' ¢ um intervalo ou uma
x=X(w) ®

» 4

? 2

2 *

2 ®

o E
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€02'={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}  v.a. discreta

X —v.a. que representa o tempo (em centenas de horas) que
uma lampada leva a fundir

i) ZP,:

i=1

® . ]
» Variaveis aleatorias » Massa de probabilidade de uma v.a. discreta
k] £
: Exemplo — Variaveis aleatorias : yolmomox,
® X —v.a. que representa o numero da face de cima no ® P Py D
o langamento de um dado com as faces numeradas de 1 a 6 °
" ;

? 0'={1,23,4,5,6} v.a.discreta ? p=P[X=x,]
: X — v.a. que representa a soma dos nimeros das faces de :

cima no langamento de dois dados ) p>0 i=
. P4 i) p=0 i=1.2,
» Kl
] *
2 *
* *
2 L

+ ]
Q'=R; v.a.continua
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» Massa de probabilidade de uma v.a. discreta » Massa de probabilidade de uma v.a. discreta
* ?
® Exemplo (continuagdo) — fun¢do massa de ® X - v.a. que representa a soma dos numeros das faces de
®  probabilidade %  cima no langamento de dois dados
* ®
9 X —V.a. que representa 0 numero da face de cima no ® 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
® lancamento de um dado ° X=1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
N 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
. ° g dado 1
o |1 23456 _ | E 123456 ]
eX=1 11111 % o] s 2 ]
s (6 66666 _- s 2 78 - 2
E ] s ™ T T T T T £ ] c; 3 /{ / D ]
® 1 2 3 4 5 & Py _(_'3 45607 10 3 | |
. o 90 7lan S
® , ® 6777?1 12 2 4 6 78 10 12 .
x_i
~ . ‘ ~ . . 0 ~ .
Funcio densidade » Funcio distribuiciao cumulativa
k]
No terceiro exemplo, qual é ® g Defini¢dode f.d.c:  p. R [0,1]
P[X=5.0000984]? e P[X=36]? : x— F,(x)=P[X<x]
® 5Se Xéumav.a. continua, P[X=x]=0, VxeR * — Xv.a. discreta
*  Fungiio densidade d ti °
e unc¢io densidade de uma v.a. con 1nua; ° Fx(x)=P[X5x]=Z Pl X=x,]
f: R>R Pla<X<bl=| f(t)dt ® . continua '
i) f(x)=0 V xeR . ® x
Voo i f ® Fy(x)=P[x<x]=[ f(1)dr
i) [ f(x)dx=1 P o
e ] °
2
B T T T T E ) 10

®
» Funciao distribuicido cumulativa
k]
% g Exemplo (continuagdo) — f.d.c. v.a. discreta
® X - v.a. que representa o niimero da face de cima
*
. 0 se x<] 2 —
® 1 © —
r'Y 3 se 1<x<2 ° .
‘ 11 5" —
8 Flx)=(=+= s 2<x<3 3
6 6 o
a : ol
. 1 g 4 —
2 Gnglsex26 0 1 2 3 4 5 6 1
*
2
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Funcio distribuicio cumulativa

Exemplo (continuagdo) — v.a. continua
X —tempo (em centenas de horas) que uma lampada leva a fundir

H y =1(x)

fun¢do densidade E
0 se x=<0 :

e =0

0.1¢ "™ se x>0

¥=Fx)

fun¢do distribui¢do cumulativa
0 se x<0

F =
(x) [1_6—0.1)( se x>0




* ®
» Funcio distribuicio cumulativa » Pariametros de uma variavel aleatoéria
k] £
% g Propriedades da f.d.c.: % g Valor médio ou valor esperado de X — é o ponto de
® - écrescente ' ®  equilibrio dos valores possiveis para X
o B %lm"i‘” F(x)=0 ¢ hm"*f‘” F(x)=1 ¢ X v.a. discreta X v.a. continua
£ ] — ¢é continua a direita £ ] %
Py — se X ¢ v.a. discreta, F, ¢ uma fungdo com descontinuidades Py u=~FE [X]=z X; p; u=E[X]= f x f(x)dx
i=1 -
® e em escada g (média ponderada dos valores de X)
® — se X'¢ v.a. continua, F ¢ uma fungdo continua 2
# g Exemplos de calculos de probabilidades a partir de F: e O Valor médio ou valor esperado de uma fungio de X,
® s 0
Y P[X<al|=F(a) P[X>al=1-F(a) 2 . ,
® P[X<a]=F(a )=lim . Flx) P[X=da]=F(a)-F(a") ® X_v.a. discreta X V.a;gontmua
Pla<X<b]=P[ X <b]-P| X <a]=F (b)—F(a) - Vo _
®  plu<x<bl=P[X<b]-P[X<al=F(b )-Fla) s Elo(X)] Z;Cb(xl)p, E[$(X)] L¢(x)f(x)dx
L] 13 2 14
' 3 r 3 ‘ A L4 r 3
» Propriedades do valor médio » Parametros de uma variavel aleatoria
* *
® g Sejam a e b constantes ¢ ¢ ¢  duas fungdes, % g Variancia de X — mede a dispersdo dos valores de X
) % em torno do valor esperado
L ] = £
s 1) Elal=a . Var(X)=0"=E[(X —p)|=E[X*] -y’
: 2) E[la+bX]|=a+bE[X] : & Desvio padrio de X
o =VVar(X)
* 3) Elo(X)+w(X)]=Ee(X)]+E[w(X)] ¢ '
: N : Quantil de ordem p de X' (0<p <1), %,
4) Se X=>0 entio E[X]>0 .

Py ® ¢ o menor valor de x tal que F(x) > p.
a2 L ]
P ® — Sep=0.5,%p.s ¢ amediana de X.
® — Em distribuigdes continuas, x, ¢ o menor valor de x que

15 ] . 16

verifica F(x) =p.

* ® L.
® Propriedades da variancia e do desvio padrio o Pares aleatorios
k] £
® g Sejam a e b constantes, ® g Permite estudar relagdes entre duas caracteristicas
? ®  numéricas associadas a cada elemento do espago de
4 1) Var[X]=0 #®  resultados de uma experiéncia aleatoria.
Kl £}
® 2) Varla+bX]=bVar[ X] o Q @
* * (X,Y) €umpar
. 3) O m=lbloy o < aleatorio
» Kl
] *
@ # Exemplo: altura e didmetro (a 1.3m do solo) das arvores
] #  de uma regido.
£ 17 2 18
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Pares aleatorios discretos

Pares aleatorios discretos — distribuicao de
probabilidade conjunta

p;=PlX=x,Y=y,] i=12,
tal que  p,>0 e ZZPi,:l

i=1 j=1

j=12,-

Distribuigdes marginais:
p=PlX=x]=2 p,
j=1

p,j=P[Y=yj]=; D

Xe Y sdo v.a. independentes Xe Y ndo sdo v.a. independentes

. ]

» Pares aleatorios discretos: independéncia
?

% g Seja (X, Y) um par aleatdrio discreto. As v.a.s Xe Y
%  sdo independentes se ¢ SO se

b =p, p. Vi j

s Py=pi Py ViJ

L

o & Exemplos:

o X\Y | 3 4 pi X\Y| 3 4 Pi
o 1 o2 02 |04 1 o1 03 Jo4
L] 2 (03 03 |06 2 |04 02 |06
® py 105 05 [10 ps |05 05 |10
*

*

L
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Coeficiente de Correlacio entre Xe Y
Cov(X,Y
px,yzﬁ, 0,70, 0,70
Propriedades:

* —1=py =1

Px.y s€ bd>0
—py.y se bd<0

® Pusbx, crar =

* Se Xe Y sdo v.a. independentes entdo py ,=0

23

* Parametros de um par aleatério hd A .
® . . » Parametros de um par aleatorio
) (discreto ou continuo) Y
2 Valor médio ou valor esperado de uma fungio de Xe de ¥, v (X Y): E] Covarianciade Xe Y
? 3 - — _ _ - _
s - () paraleaterio discrete Ely(X, 7)< ¥ ¢(x, ), g cOv({(,Y)—oX,Y—E[(X W) (Y —py)]=E[XY = ypy
. i ° Propriedades:
® — (X)Y) par aleatorio continuo ® « Cov(a+bX ,c+dY)=bdCov(X,Y)
(o calculo do valor deste parametro sai fora do &mbito desta UC)
EY E{w(X.7)] fm _[m (5, 9) f (x, y)dsd ® « Var(X=Y)=Var(X)+Var(Y)+2Cov(X,Y)
Y(X,Y)]= P (x, x,y)dx
® B y y. g o * Se Xe Ysdo v.a. independentes entdo
® em que f (x,y) ¢ a fungdo densidade conjunta do par. Y Cov(X,¥)=0
o Propriedades: o Var(X £Y)=Var(X)+Var(Y)
L ¢ E[X+Y]=E[X]+E[Y] * Nota: 50 impli Xe Vs
2 + Se X e Y sdo v.a. independentes entio ] in(()itea’erfiz‘r)lgg ,Y)=0 ndo implica que Xe ¥'sdo v.a.
» E[XY]=E[X]E[Y] B P :
2 21 ] 2
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