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Caso particular 1

modelo aleatdrio, equilibrado com matrizes G e R diagonais



Modelo ANOVA a
1 factor de efeitos aleatdrios, equilibrado

Yij=utu + e
parai=1,..,a,j=1,..,b,n = ab.
Y;; € aj-ésima observagdo no nivel i do factor 4;
(1 € a média populacional;
u; é o efeito do nivel i do factor 4 (factor de efeitos aleatorios);

e;j € 0 0 erro aleatdrio associado a observagao V;; .
e uy,iid., (0,02, ),V
+ ey iid., V(0,02 ),Vij



Quadro resumo ANOVA a 1 factor de efeitos aleatorios

-__m_

Factor A a—1 bo,? +0,2 QMA
SQA = z b7 —7)? OMA=— 1 QMRE

Residuos a(b — 1) SQRE 0,2

a b
SQRE = z Z(}’ij ~3.)° OMRE = a(b — 1)
i=1j=1

J

TOTAL ab — 1 a b ,
SQT = (yij —¥.)
i=1j=1



Estimadores para as componentes de variancia deduzidos a partir
do quadro de analise de variancia

E[SQA] = E[X~,b (Y, —Y)?] = (a—1)(bo,? +0,2)

E[SQA]
(a-1)

a b
E[SQRE] = ZZ(YU ~7)| = av - 10,

i=1j=1

E[SQRE]
a(b—1)

E[QMA] =

— 2 2

2

E[QMRE] = =0,

Igualando os valores observados aos esperados, fica-se com
SQA = (a—1)(b6,* +6.,°)
SQRE = a(b — 1)6,°

Chegando-se a

sz _ SQRE o o s2 _ (594 _ .2 /b:QMA—QMRE
O =t Y u a—1 ‘e b




Os estimadores de maxima verosimilhancga restrita para as
componentes de variancia sao:

—

O'uz =< bQ , seQMA = OMRE,
N\ 2 V4 .
o, =0, caso contrario

6,° = QMRE, se QMA = QMRE,

~ 2 SQT

— 1 caso contrario

S
|



Os estimadores de maxima verosimilhanc¢a para as componentes
de variancia sao:

1
~ 1-=)QMA-QMRE
G, _ (=) ) . se (1 —2) QMA > QMRE,
6u2 =0, caso contrario

5,2 = OMRE, se (1 - %) QMA > QMRE,

S
|

~ 2 SQT

, caso contrario,
ab

S
|




Testes de razdo de verosimilhangas a8 componente de variancia o,,*

e Hipoteses: Hy: 0,2 =0 wvs  Hy: 0,2 >0

* A estatistica do teste de razao de verosimilhancas restritas é dada por
A= 2(lR1 - lRO)"’Xg

sendo lg,  a log-verosimilhanca restrita associada ao modelo completo e Iz, a log-
verosimilhanca restrita associada ao modelo reduzido (submodelo).

Satisfazendo as condicdes de regularidade, a estatistica do teste de razao de
verosimilhancas, sob H,, segue assintoticamente uma distribuicdo y? com nimero de graus
de liberdade (v) igual a diferenga entre o nimero de parametros de covariancia dos dois
modelos. Uma das condicOes de regularidade sobre a qual a validade do teste atras descrito
assenta é que H, nado esteja na fronteira do espago parametro. Ora, as componentes de
variancia nao sao estritamente positivas, o que significa que estao na fronteira do espaco
parametro. Em tais condicOes, esta aproximacao falha, tendo consequéncias na inferéncia
relativa as componentes de variancia. Nestas condi¢gdes, sob H,, caracterizou-se a
distribuicao assimptotica da estatistica do teste de razao de verosimilhancas como uma
mistura de distribuicdes y?2. Foi provado que, ao testar uma Unica componente de variancia,
a distribuicio assimptdética da estatistica A é uma mistura 50:50 de y& e y#. E pratica
comum efectuar o teste nas condi¢des usuais e dividir o p-value obtido por 2.

* Nivel de significancia do teste: a
* Regiao critica (Regidao de rejeicao): unilateral direita
Rejeitar Ho se Acaic > X%



Neste caso particular, podemos testar a componente de variancia através de um teste de razao
de verosimilhancas, ou através do seguinte teste:

Teste de hipoteses a componente de variancia associada ao
factor A (aos efeitos aleatdrios do factor A)

 Hipdteses: Hy:0,° =0 wvs  Hy: 0,2 >0

QMA
QMRE

e Estatistica do teste: F =

N F(a-1,a(p-1)), SO0 Ho

* Nivel de significancia do teste: a

* Regiao critica (Regiao de rejeicao): unilateral direita

Nota: Rejeitar Hy se F 41 > fa(a—1,a(b—1))
SQRE n OMA
2 "X a-1) bol + o2
Oc _ Variaveis aleatdrias independentes, u ¢ _F
SQA ) QMRE a—1,ab-a)
bo,* + 0,* "X a1 | 0¢” 9



Exemplo: para um modelo a 1 factor de efeitos aleatorios,
equilibrado (factor com a niveis, b observacoes por nivel), o melhor
preditor empirico linear nao enviesado de u; (para o nivel i) é:

EBLUP(u;) =

10



Aplicacao 1 (exercicio 1)
Num estudo de seleccdo da videira, com vista a estudar a variabilidade geneética do
rendimento da casta Touriga Nacional, foi instalado um ensaio de campo em Vila
Nova de Fozcoa, com uma amostra aleatoria de genotipos da casta (196 genotipos).
No campo, cada genotipo foi disposto aleatoriamente em 5 parcelas (ensaio com 5

repeticoes). Em 1994 foram obtidos os dados de rendimento (kg/planta) que se
encontram disponiveis na data.frame touriga.

a) Descreva o0 modelo que lhe parece ser adequado para estudar a
variabilidade genética do rendimento da casta.

b) Utilize o comando aov do R para obter a tabela de analise de variancia do

respectivo modelo.

(i) Estime as componentes de variancia envolvidas no modelo descrito na alinea a).

(if) Com base na informacdo disponivel, efectue um teste a existéncia de
variabilidade genética do rendimento da casta (utilize o nivel de significancia de
0.05).

(iii) Sabendo que Y..=1.196 kg/planta e Y.510; = 1.6044 kg/planta, qual o
melhor preditor empirico linear ndo enviesado do efeito genotipico do
rendimento do clone c0101?



Aplicacao 1 (cont.)

c) Ajuste o modelo anteriormente descrito com o0 método de
estimacao de maxima verosimilhanca restrita, recorrendo

(1) a0 comando Ime do pacote “nlme”; ao comando Imer do pacote
“Ime4”’; ao comando varComp do pacote “varComp”.

(iDAplique o comando summary aos trés objectos criados
anteriormente e identifigue as estimativas de maxima
verosimilhanca restrita das componentes de variancia. Compare
0s resultados agora obtidos com os da alinea b(i).

(ili) Efectue um teste a existéncia de variabilidade geneética do
rendimento (teste de razao de verosimilhancas).

(iv) Qual o valor ajustado do rendimento do clone c0101 na
repeticio 2?

(v) Explore os comandos ranef e fitted do “nmle” e “lme4”.



Aplicacao 1 (cont.)

d) Na verdade, o ensaio de Touriga Nacional atras descrito foi
Instalado de acordo com um delineamento experimental em blocos
casualizados completos (5 blocos).

(i) Ajuste um novo modelo que incorpore o efeito do bloco
(considere tambem que e um factor de efeitos aleatorios).
Utilize o pacote Ime4.

(il) Efectue testes de hipoOteses as componentes de variancia
assocladas aos factores clone e bloco.

(ii1) Calcule o AIC e o BIC dos dois modelos ajustados (o da
alinea a) e o da alinea d)) e seleccione o melhor modelo com
base nesses critérios.

NOTA: No final, ajuste 0 modelo com 2 factores de efeitos aleatdrios, utilizando a
funcdo Ime do pacote nlme e a funcao varComp do pacote varComp.



Caso particular 2

Modelo linear misto (1 factor de efeitos fixos, 1 factor de
efeitos aleatdrios, sem e com interac¢ao), equilibrado com
matrizes G e R diagonais



Caso particular: modelo misto
1 factor de efeitos fixos
1 factor de efeitos aleatdrios, equilibrado

Yijk =+ 6 +uj + e,
parai=1,..,a,j=1,..,b,k=1,...,c,n =abc,compf; = 0.

Yijk € a k-ésima observagao no nivel i do factor A e nivel j do factor B;

(1 € a média populacional no nivel 1 do factor A;
f; é o efeito do nivel i do factor A (acréscimo relativamente a u,), fixo;

U; é o efeito do nivel j do factor B, aleatério;
e;jx € 0 0 erro aleatdrio associado a observagao Y;jy .

c wy,iid., W (0,02, ),v)
+ eyii.d, N (0,02 ),Vijk .



Quadro ANOVA RESUMO: modelo linear misto, 1 factor de efeitos
fixos, 1 factor de efeitos aleatorios

Factor A SQA QMA be QMA
— Z(ﬁl B) +9.2  OMRE
Factor B b—1 SQB  QMB 0,% + aco,? QMB
OMRE

Residuos n—(a+b—1) SQRE QMRE 0>

TOTAL n—1 SQT

16



Estimadores ANOVA para as componentes de variancia

E[SQB] = (b — 1)(aca,? + 0,%)

E[QMB] = E5¢]

= acoy? + 0,2

(b-1)

E[SQRE] =n—(a+ b — 1)0,?
E[SQRE]
n—(a+b—1 °¢

E[QMRE] =

Chegando-se a

L2 __ SQRE
€ n—(a+b—-1)

= QMRE

2

A

Oy

, QMB — QMRE

ac

17



* Os estimadores de maxima verosimilhang¢a para as componentes
[ VLN [ P 2
de variancia (o,” = 0)

- [1 N b(ac 1)] QMRE

. 2 SQB/b-5,°
O'u =

ac

* Os estimadores de maxima verosimilhancga restrita para as
componentes de variancia (s,* > 0)

. SQRE

MB — QMRE
G, = QMRE 6,° = ¢ ¢

n—(a+b-1) B ac

18



Neste caso particular, podemos testar a componente de variancia através de um teste de
razao de verosimilhancas (atras descrito), ou através do seguinte teste:

Teste de hipoteses a componente de variancia associada ao factor B
* Hipoteses: Hy: 0,2 =0 ws  Hy:i 0,2 >0

QMB
OMRE " F(pb-1,n-(a+b-1)) SOb Hy

e Estatistica do teste: F =

* Nivel de significancia do teste: a
* Regiao critica (Regiao de rejeicao): unilateral direita

Rejeitar Hy se Fegic > fa(b—1,n—(a+b-1)))

19



Testes de hipdoteses a combinagoes lineares dos efeitos do modelo linear misto

(LT LBJ), sendo L uma matriz nao aleatéria

* Hipdteses: Hy: LT [ﬁ] = 0 vs. H: existe pelo menos um elemento do vector LT [ﬁ] que e # 0

E’ TL(LTZ'L)_ILT E
[u] rank(L) [u] ~F

- Estatistica do teste: FF = V1,V sob H|

* Nivel de significancia do teste: «
* Regido critica (Regiao de rejeicao): unilateral direita
Rejeitar Hy se Feqic > faw, v, )

Em geral, F tem apenas aproximadamente distribuicdo F e os seus graus de liberdade sao
estimados. v; = rank(L) (caracteristica da matriz L), v, graus de liberdade sdo estimados
(aproximacao de Satterthwaite, Kenward and Roger ou outras). S6 em alguns casos de dados
equilibrados (e em casos especiais de dados ndo equilibrados), sendo os vectores u e e
vectores de variaveis aleatorias i.i.d., € que tal nao acontece. Nesses casos particulares,

v, =n—r(W), sendo r(W) a caracteristica da matriz W que contém as colunas da matriz X

e da matriz Z.



Neste caso particular: modelo misto
1 factor de efeitos fixos
1 factor de efeitos aleatoérios, equilibrado

Teste de hipoteses aos efeitos do factor A (efeitos fixos)
* Hipoteses: Hy: p;=0, V=2 4 vs Hy: 3j=5 g talque B;# 0

QMA
MRE N F(a—l,n—(a+b—1) ) sob H,

e Estatistica do teste: F =

* Nivel de significancia do teste: a
e Regido critica (Regido de rejeicao): unilateral direita

Rejeitar Hy se Feqic > fa(a—1,n—-(a+b-1)))

21



Aplicacao 2 (exercicio 3)

Considere os dados disponiveis na data.frame terrenos. Nesse estudo pretende-se
comparar o rendimento obtido com quatro variedades de trigo. Identificaram-se 13
terrenos com caracteristicas de solos diferentes. Assuma gue esses terrenos sdo uma
amostra aleatdria da populacdo de terrenos onde essas variedades serdo cultivadas.

a) Ajuste no R (por exemplo, com o package nlme, funcdo Ime) o modelo
apropriado para o caso em estudo.

b) Efectue o teste de hipoteses aos efeitos fixos do modelo (efeitos associados as
variedades). Para o calculo da estatistica do teste recorde os testes de hipoteses
a combinacoes lineares dos efeitos fixos do modelo linear misto dados nas aulas
teoricas. Considere a matriz das covariancias estimadas dos estimadores dos
efeitos fixos (comando vcov (terrenolmel)), defina a matriz L, crie o vector
com as estimativas dos efeitos fixos e, com a ajuda do R, calcule a estatistica do
teste. Para as suas conclusdes utilize o nivel de significancia de 0,05. No final,
execute o comando anova (terrenolmel).

c) Existe decréscimo de rendimento da variedade B comparativamente a variedade A
(paraa = 0,05)?



Caso particular: modelo misto
1 factor de efeitos fixos
1 factor de efeitos aleatdrios, com interaccao, equilibrado

Vijk = 1 + Bi +wp + (Bu)j + ey

parai=1,..,a,j=1,..,b,k=1,..,c,n=abc,comf; =0.
Yijk € a k-eésima observagao no nivel do factor A e nivel j do factor B;

(1 € a média populacional no nivel 1 do factor A;
f; € o efeito do nivel i do factor 4 (acréscimo relativamente a p4), fixo;
U; é o efeito do nivel j do factor B, aleatério;

(Bu);; é o efeitos de interacgdo do nivel i do factor A com o nivel j do

factor B, aleatorio;
e;jx € 0 o erro aleatorio associado a observagdo Y;jy, .

* u,i.i.d., N(O,azu ),Vj
o (B iind., N (0,02, ), Vi
. eijk,i.i.d.,N(O,aze ),Vijk .



QUADRO ANOVA RESUMO: modelo linear misto, 1 factor de efeitos fixos
1 factor de efeitos aleatorios, com interac¢ao

Factor A QM be QMA
Z(ﬂl B ) +0.% +cog,” QMAB
Factor B b—1 SQB  QMB 0.° + cop,® + caoy,’ QMB
QMAB
Interacgio (a—1)(b—1) SQAB QMAB 0.> + cagy” QMAB
QMRE

Residuos ab(c — 1) SQRE QMRE 0,2

TOTAL n—1 SQT

24



Estimadores ANOVA para as componentes de variancia

E[SOB] = (b—1) (acau2 + cog,”® + 0,° )

E[QMB] = iEDS_QS] = acoy,® + copg,® + 0,°

E[SQAB] = (a — 1)(b — 1) (caﬁu2 + 3,2 )

E[SQAB]

E[QMAB] = -~ = = cg,” + 0.’
E[SQRE] = ab(c — 1)0,?
E[QMRE] = fb[fffi]) = 0,°
chegando-se a
6,° = QMRE . 2
0By

Oy

_» QMB-—QMAB

ac

QMAB — QMRE

C

25



e Os estimadores de maxima verosimilhanca para as componentes de
oA ° AN 2 AN 2
variancia (6, = 0,05, = 0)

6, = QMRE

.2 (1-))(QMB-QMAB)
6,° =

ac

o, a- %)QMAB — QMRE
O-ﬁu -

C

* Os estimadores de maxima verosimilhanca restrita para as componentes
2

de variancia (6u2 = 0,05, =0)
6, = QMRE . 2 QMAB - QMRE

O-ﬁu = p
.2 QMB—QMAB

0. 26
u ac




Neste caso particular, podemos testar a componente de variancia através de um teste de
razao de verosimilhancas (atras descrito), ou através do seguinte teste:

Teste de hipoteses a componente de variancia associada a
interacgao

Hipoteses: Hy: 0g,*> =0  vs  Hy: ggy® >0

QMAB
QMRE '~ ((a-1)(b-1),ab(c-1)

Estatistica do teste: F =

), sob H,

Nivel de significancia do teste: «
* Regiao critica (Regiao de rejeicao): unilateral direita

Rejeitar Hy se Feaic > fa((a—1)(b-1),ab(c-1))

27



Neste caso particular, podemos testar a componente de variancia através de um teste de
razao de verosimilhancas (atras descrito), ou através do seguinte teste:

Teste de hipoteses a componente de varidncia associada ao
factor B

e Hipoteses: Hy: 0,2 =0 wvs  Hy: 0,2 >0

QMB

* Estatistica do teste: F = OMAE N F(b-1,(a=1)(b-1)), SOb Hy

* Nivel de significancia do teste: a
* Regiao critica (Regiao de rejeicao): unilateral direita

Rejeitar Hy se Feqic > fa(b—l,(a—l)(b—l))

28



Neste caso particular: modelo misto
1 factor de efeitos fixos
1 factor de efeitos aleatorios, com interaccao, equilibrado

Teste de hipdteses aos efeitos do factor A (efeitos fixos)

Hipdteses: Hy: f;=0, Vi=p 4 Vs Hjy: Jj=p g talque B;# 0

QMA
QMAB N F(a-1,(a-1)(p-1)), SOb Ho

Estatistica do teste:F =

Nivel de significancia do teste: «
Regido critica (Regiao de rejeicao): unilateral direita

Rejeitar Hy se Feqic > fa(a-1,(a-1)(b-1))

29



Nota

Para modelos aleatdrios ou mistos mais complexos nao existem testes
estatisticos exactos para certos efeitos do modelo (0o numerador e o
denominador da estatistica F sdo combinacdes lineares de quadrados médios).
Fazem-se, nesse casos, testes F aproximados. Um dos métodos classicos mais
utilizado para essa aproximacdo é o chamado método de Satterthwaite (1941).
No entanto, existem outros métodos aplicados em modelos mistos mais
complexos frequentemente referidos na bibliografia e correntemente usados
nos softwares, sao exemplos os métodos de Giesbrecht and Burns (1985) e de
Kenward and Roger (1997).



Aplicacao 3 (exercicio 4)

Na library nlme e Ime4 do R esté disponivel a data.frame Machines. Estes dados referem-se a
uma experiéncia referente a comparacao de trés marcas de maquinas utilizadas num processo
industrial. Seis trabalhadores foram escolhidos aleatoriamente entre os funcionarios de uma
fabrica para operar cada maquina trés vezes. A variavel resposta é uma pontuacdo global da
produtividade tendo em conta o numero e a qualidade das componentes produzidas. No R,
com a funcdo Imer do pacote Ime4, efectue os comandos necessarios de forma a responder as
seguintes questdes.

a) Descreva, em pormenor, o0 modelo que lhe parece ser adequado para o estudo acima

descrito.

b) Execute os comandos plot.design (Machines) e interaction.plot (Machine,Worker,score).

c) Quais os valores das estimativas de maxima verosimilhanca restrita das componentes de
variancia do modelo?

d) Os valores das estimativas das componentes de variancia obtidas pelo método de
méaxima verosimilhanga seriam superiores ou inferiores aos valores das estimativas
enunciados na alinea anterior?



Aplicacao 3 (cont.)
e) Efectue o teste de hipoteses adequado para averiguar se existe variabilidade

relativamente a interaccdo trabalhadorxmaquina? Enuncie detalhadamente o

teste de hipoteses que esté a efectuar.

f) Efectue o teste de hipoteses adequado para averiguar se existe variabilidade
relativamente ao trabalhador? Enuncie detalhadamente o teste de hipoéteses

que esta a efectuar. Utilize um nivel de significancia de 0,01.

g) Quais os valores das estimativas dos efeitos fixos do modelo? Explique o

seu significado.

h) Efectue um teste de hipoteses adequado para avaliar se existem efeitos
principais associados as marcas de maquinas. Enuncie detalhadamente o teste

de hipodteses que esta a efectuar. Utilize um nivel de significancia de 0,01.



Aplicacao 3 (cont.)

1) Execute 0s comandos e comente os resultados.

plot(machineslr)
residuos<-resid(machineslr)
ggnorm(residuos)
eblupsworker<-ranef(machineslr)$Worker
qgnorm(eblupsworker[,1])
eblupsinteraccao<-

ranef(machines1r)$ Worker:Machine’
ggnorm(eblupsinteraccaol,1])



Caso particular 3

Modelo linear misto para analise de dados provenientes de
um delineamento split-plot em blocos completos
casualizados.



Delineamento em parcelas divididas em blocos completos
casualizados (split-plot design on a RCB)

As diferentes cores representam os niveis do factor A, os diferentes simbolos representam
os niveis do factor B, cada linha representa 1 bloco. Existem 4 blocos (I-1V), cada um com 4
niveis do factor A (cores, grandes parcelas, whole plots). Cada grande parcela é
posteriormente dividida, sendo aleatoriamente atribuidos os 4 niveis do factor B (pequenas
parcelas, sub-plots)

ANe® [H@Ae | @iem AeE® cocK!
' 7S 2 IA.'- AR @ |BLOCKII

_ H@A® A el @SAN @ BLOCKIII
OHA® ANC® - B@A® |socK1v

35



Consideremos 0 caso em que os fatores A e B admitem-se de efeitos fixos. O modelo
adequado para a analise de dados provenientes de um delineamento deste tipo pode ser
descrito como:

Yiik = 1 + a; +uj + (au)y; + B + (aB) iy + (Bwy; +ejjx

comi=1,..,a,j=1,..,b,k=1,...,c,n = abc,

ecoma; =0, 1 =0, (@) =0,V (aB)i1 =0,V,.

Sendo:

Y; ik, a observacao no nivel i do factor A (atribuido a grande parcela, whole-plot), no bloco j e
no nivel k do factor B (atribuido a parcela dividida, sub-plot ou split-plot);

U171, @ média populacional na célula (1,1), ou seja, na combinacéo do nivel 1 factor A com o
nivel 1 do factor B;

«;, 0 efeito do nivel i do factor A (acréescimo), atribuido a grande parcela (fixo);

u;, 0 efeito do bloco j (aleatorio);

(au);;, o efeito da interaccao do nivel i do factor A com o bloco j, designado correntemente
como whole-plot error (aleatério);

B, 0 efeito do nivel k do factor B (acréscimo), atribuido a parcela dividida (fixo);

(aB);, 0 efeito da interaccdo do nivel i do factor A com o nivel k do factor B (acréscimo)
(fixo);

(Bu)y;, o efeito da interaccdo do nivel k do factor B com o bloco j (aleatorio);

e;jk, 0 erro aleatorio associado a observagao Y; .



A analise mais comum incorpora o efeito (fu) j; no erro aleatorio e;, tendo-se

no e;;;, aparte (Bu) i e a parte (afu);jx (designada correntemente como within
plot error).

Optando-se por esta ultima op¢do, admite-se que:

w, i.id., N (0,02, ),V (aw)y,i.i.d., N (0,020, ), Vil;
eji l.1.d., (0,026 ),Vijk; Cov(uj, (au)l-j) =0: Cov(uj,eijk) =0:

Cov ((au)l-j, el-jk) = 0.



O quadro de anélise de variancia para o0 modelo descrito, equilibrado, apresenta-se
seguidamente.

| 6L | sa | aow | ____Eovw | _F

@ (q; — @) MA
Factor A a—1 SQA OMA 2 4 2 i=1(a; — @) Q
COau” + e +be a—1 QMWError
Bloco b—1 SQBL QMBL acoy? cog,’ + 0,2
Interaccao
FactorAxBloco (@a—1)(b—1) SQWError QMWError COgy’ + 0,2
(Whole-plot error)
. _\2 QMB
Factor B c—1 SQB QMB 2 gp2k=1(Be—B) OMRE
O, a c—1

Interacgao —\2

: (@a—1(c—-1)  SQAB QMAB 2, poict Yi-1(aBiy — apB.) QMAB
FactorAxFactorB e (a— (-1 QMRE
Residuos 5

a(b—1)(c—1)  SQRE QMRE o,

(Within plot error)
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Aplicacao 4 (exercicio 6)

No package “nlme” do R, existe um conjunto de dados
(designado por “Alfalfa™).
> head(Alfalfa)
Grouped Data: Yield ~ Date | Block/Variety
Variety Date Block Yield
Ladak None 1 2.17
Ladak S1 1 1.58
Ladak S20 1 2.29
Ladak O7 1 2.23
Ladak None 2 1.88
Ladak S1 2 1.26

O O B W DN B



Aplicacao 4 (cont.)

Estes dados foram descritos por Snedecor & Cochran (1980) como exemplo de
um delineamento em parcelas divididas (split-plot design). Pretende-se estudar se
o rendimento (T/acre) da luzerna (Medicago sativa) é afectado pela variedade e
pela data do terceiro corte. Existem, portanto, dois factores em estudo: factor
variedade de luzerna, com 3 niveis (Cossac, Ladak e Ranger) e factor data do
corte, com 4 niveis (none-sem corte, S1— Sepl; S20 — Sep20; and O7 — Oct7). As
unidades experimentais foram organizadas em 6 blocos, cada bloco com 3 grandes
parcelas (whole plots), as quais foram aleatoriamente atribuidas as 3 variedades, e
cada grande parcela foi dividida em 4 pequenas parcelas (split plots ou subplots),
as quais foram aleatoriamente atribuidas as datas do corte.

a) Descreva o0 modelo que lhe parece adequado para responder ao objectivo do
estudo.



mean of Yield
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Aplicacao 4 (cont.)

b) Execute o comando plot.design (Alfalfa) e interaction.plot (Date, Variety,
Yield). Comente.

- \/ariety
— ~ 3 \ % . --- Ladak
Naone - Cossack
E 7 — Ranger
. \ 4
7] o7 27 ~
Ladak T 4 —
520 T
Caghges T o
0 _|
] —
5 -
51—
_ < /
— 7 ey
/.
] 6 - \
\
Variety Date Block : _| ¥
Factors None S1 S20 o7

Date
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Aplicacao 4 (cont.)

c) Ajuste o modelo descrito na alinea a) no R recorrendo ao
comando Imer do pacote “Ime4”.

d) Efectue os testes de hipoteses que acha adequados para
responder aos objectivos do estudo.

e) Compare os resultados obtidos nas alineas anteriores com o
resultados obtidos com o comando

“aov(Yield~Date*Variety+Error(Block*Variety), data=Alfalfa)”.



Algumas consideracoes

Nem sempre os factores A e B sdo de efeitos fixos.

Seguidamente apresentam-se as tabelas de analise de variancia

para modelos equilibrados que consideram:

(1) os efeitos dos factores A e B como aleatorios;

(2) os efeitos do factor A como fixos e os efeitos do factor B
como aleatorios.



(1) Quadro de analise de variancia para um modelo com factor A e factor B de efeitos
aleatorios, equilibrado:

—m—am—-

2 2 QMA+QMRE .
Factor A MA beog” + COqu® + bogp® + Ue QMWETrror+QMAB
Bloco b—1 QMBL aco,? co,,% + 0,2
Interaccao
FactorAxBloco (a—1)(b—-1) QMWError COp’ + 0,°
(Whole-plot error)
Factor B c—1 QMB abo'ﬁz + baaﬁz + 0_32 Ghts

QMAB
Interacgao 2 QMAB
a—1)(c—1 MAB bo,z?

FactorAxFactorB ( ) ) ¢ Tap” T e QMRE
Residuos a(b—1)(c—1) QMRE 0,2

*graus de liberdade aproximados. Por exemplo, pelo método de Satterthwaite tem-se:

_ (QMA+QMRE)? _ (QMWError+QMAB)?
17 (@qma)2 | (QMRE)2 V2 = (QMWETrror)2 = (QMAB)2
a-1  a(b-1)(c-1) (a-1)(b-1) ' (a—1)(c-1)
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(2) Quadro de anélise de variancia para um modelo com factor A de efeitos fixos e
factor B de efeitos aleatorios, equilibrado:

| 6L /. av | Eow | _F

_ Y& (a;—a)? QMA+QMRE
Factor A a—1 QMA CUauz +b — %Bz + Gez +b —— QMWErrors QMAB
Bloco b—-1 QMBL aco,? co,y® + 0,2
Interacgao
FactorAxBloco (a—1)(b—1) QMWError COuy > + 0,2
(Whole-plot error)
Factor B c—1 QMB abo'BZ + o'ez s

QMRE
Interacgao a 2 QMAB
a—1)(c—-1 MAB 2

FactorAxFactorB ( ) ) ¢ b q_ 1098 T Oe QMRE
Residuos a(b—1)(c—1) QMRE 0,2

*graus de liberdade aproximados. Por exemplo, pelo método de Satterthwaite tem-se:

_ (QMA+QMRE)? _ (QMWError+QMAB)?
17 (@qma)2 | (QMRE)2 V2 = (QMWETrror)2 = (QMAB)2
a-1  a(b-1)(c-1) (a-1)(b-1) ' (a—1)(c-1)

45



Caso particular 4

Segue-se um exemplo de aplicacao do modelo linear misto
com variaveis preditoras categdricas e numéricas (analise de
covariancia) e em que as observagoes sao feitas no mesmo
individuo ao longo do tempo*.

*As matrizes de correlacao utilizadas para este tipo de analise sao inpiradas nas séries
temporais e na estatistica espacial. Para o seu aprofundamento seriam necessarias umas
bases tedricas sobre séries temporais e estatistica espacial, o que nao faz parte desta
UC. Assim sendo, vamos apenas exemplificar a sua aplicacdao, para que fique registado
gue sao instrumentos actualmente muito utilizados no ambito dos modelos mistos.



Aplicacao 5 (exercicio 8)

No R esta disponivel o conjunto de dados BodyWeight (Pinheiro e
Bates, 2000), referente ao peso do corpo de ratos (em gramas),
ao longo de 64 dias. Mais precisamente, cada rato é pesado no
dia 1 e a cada sete dias até ao dia 64, com uma pesagem
adicional no dia 44. Ha trés grupos de ratos, cada grupo sujeito a
uma dieta diferente.

> head(BodyWeight)

Grouped Data: weight ~ Time | Rat
weight Time Rat Diet

1 240 1 1 1

2 250 8 1 1

3 255151 1

4 260 22 1 1



Aplicagcao 5 (cont.)

a) Execute o comando plot(BodyWeight) e comente.
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Aplicacao 5 (cont.)

b) Ajuste o modelo que lhe parecer adequado com a funcao /Ime do package
nime. Execute os comandos summary, anova, ranef e fitted. Explique como se
obtém cada valor ajustado.

c) Uma vez no mesmo individuo sao realizadas varias pesagens ao longo do tempo, o
pressuposto de independéncia entre observacdes é posto em causa. Um vez que as
observacdes nao sao igualmente espacadas no tempo (note-se que se fez uma
observacao adicional no dia 44), é mais adequado considerar uma estrutura de
correlacao espacial para os erros aleatorios. No package nlme existem varias
estruturas de correlacao que podem ser aplicaveis ao caso em estudo, por exemplo,
corEXp, corGaus, corSpher. Efectue os commandos:
bodyw2.Ime<-update(bodyw1.Ime, corr=corExp(form="~Time))
bodyw3.Ime<-update(bodyw1l.Ime, corr=corGaus(form="~Time))
bodyw4.Ime<-update(bodywl.Ime, corr=corSpher(form="~Time)).

Com base no AIC e no BIC qual é a estrutura de correlacdao mais adequada®?

d) O modelo seleccionado em c) difere significativamente do modelo ajustado em b)?



