INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA
MODELOS MATEMATICOS — 2016-17
Resolugoes de Exercicios de Analise de (Co-)Variancia

2. Analise de Variancia

1. Pretende-se modelar a variével resposta numérica concentracao, tendo como varidvel explicativa
apenas os quatro diferentes laboratorios.

(a) Estamos perante um delineamento a um factor (laboratorio), com k = 4 niveis (os 4
laboratorios). Para cada nivel ha n; = 6 observagoes, e sendo este nimero igual para todos
os laboratoérios estamos perante um delineamento equilibrado. O Modelo ANOVA a 1 factor
correspondente é:

LY, =m+a+e;, Vi=1,234,j=12,.,6, com a7 = 0, onde
e Y;; indica a concentracao do produto quimico para a j-ésima repeticao observada
no ¢-ésimo laboratoério;
e 1 indica a concentragdo média no primeiro laboratoério (i = 1);
e «; indica o efeito (acréscimo em relagao a média do primeiro laboratoério) associado
ao i-ésimo laboratorio; e
e ¢;; indica o erro aleatorio associado a observagao Y;;.
ii. €; N N(0,0%), Vi,j.
iii. {€;;};; constitui um conjunto de variaveis aleatorias independentes.

(b) O quadro-resumo da ANOVA tem a seguinte estrutura:

Fonte gl SQ QM Fcalc

k
Factor | k—1 | SQF =3 ni- (7, —7.)" | QMF =358 | S5
=1

k
Residuos | n—k | SQRE =Y (n;—1)s? | QMRE = S’SkaE
i=1

Total n—1 SQT = (n—1)s; - -

No nosso caso, k=4; nj=6=n. (Vi); n=n, x k=24,
k
SQRE = (n,—1) . s2 = 5 x (4.1507 + 19.4750 4 1.1200 4 1.5867) = 131.662 ; e

i=1

k
SQF = n.-y  7.—7.)
i=1

= 6[(52.3333—49.5375) + (49.35—49.5375)* + (46.7—49.5375)% + (49.7667 —49.5375)?]
= 95.73356.

Alternativamente, seria possivel calcular SQT a partir da variancia amostral da totalidade
das observagoes da variavel resposta (SQT = (n—1) Sz = 23x9.8868 = 227.3964) e subtrair-
lhe uma das Somas de Quadrados anteriores para obter a outra. As pequenas diferengas
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nos valores obtidos por estas duas abordagens resultam dos erros de arredondamento nos
valores das médias e varidncias de nivel dados no enunciado.

Assim, QM RE = S@AE = 181662 _ 5831 ¢ QMF = 29 = 91335 — 31 91119.

Finalmente, F,q. = QQ]\J/‘[”RFE — LI — 4 847441,

Os valores obtidos podem ser confirmados (a menos de erros resultantes dos arredondamen-
tos com que s@o apresentadas no enunciado as médias e variancias de nivel), utilizando os
dados disponiveis na data frame toxicos e os comandos do R.

> summary (aov(concentracao ~ laboratorio, data=toxicos))
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

laboratorio 3 95.73 31.91 4.848 0.0108 =

Residuals 20 131.66 6.58

(c) Pede-se um teste F', que neste contexto significa perguntar se se deve admitir a igualdade das
concentragoes médias nos quatro laboratorios (Hy) ou se se opta pela hipotese alternativa
(Hp). Mais concretamente:

Hipoteses: Hp: o; =0,V :=2,3,4 vs. Hy: Ji=2,3,4 tal que ay; # 0.

Estatistica do teste: F' = % N Fk—1,n—k), sob Ho.

Nivel de significancia: o = 0.05.

Regiao Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Ho se Feqe > fo.05320 = 3.10.

Conclusoes: O valor da estatistica do teste foi calculado na alinea anterior: F,. = 4.848.
E um valor significativo ao nivel a = 0.05 e rejeita-se Hy a favor da hipotese de que

existem efeitos do Factor, ou seja, de que seré necessario verificar a uniformidade dos
protocolos de analise dos laboratoérios.

(d) A alteracdo do nivel de significAncia nao implica alteragoes nos dois primeiros passos do
teste. Quanto aos restantes,

Nivel de significancia: « = 0.01.

Regiao Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Ho se Feaie > fo.01320) = 4.94.

Conclusoes: O valor da estatistica do teste nao depende do nivel de significAncia e continua
a ser Fiu. = 4.848. Mas ao nivel a = 0.01 este ja nao é um valor da regiao critica, pelo
que a esse nivel nao se rejeita a hipotese nula. O facto de a conclusao mudar entre os
niveis de significancia o = 0.05 e o = 0.01 significa que o valor de prova (p-value) do
valor F,,. = 4.848 estara entre esses dois niveis, isto é, 0.01 < p < 0.05, facto que se
confirma no quadro-resumo produzido pelo R.

(e) A matriz do modelo, X, sera constituida por quatro colunas: uma coluna de n = 24 uns e
as colunas indicatrizes dos segundo, terceiro e quarto niveis do factor(Zs, Z3 e Zy), como se
pode confirmar através do comando referido no enunciado:

> toxicos.aov <- aov(concentracao ~ laboratorio, data=toxicos)
> model.matrix(toxicos.aov)

(Intercept) laboratorio2 laboratorio3 laboratorio4
1 0 0

0 ~NO O W N =
N e
= =, O O O O O
O O O O O O O
O O O O O O O o
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(f) Os valores ajustados Yij, numa ANOVA a um factor, sdo as médias amostrais do nivel a
que cada observagao pertence. Assim, tem-se:

> fitted(toxicos.aov)
1 2 3 4 5 6 7 8
52.33333 52.33333 52.33333 52.33333 52.33333 52.33333 49.35000 49.35000
9 10 11 12 13 14 15 16
49.35000 49.35000 49.35000 49.35000 46.70000 46.70000 46.70000 46.70000
17 18 19 20 21 22 23 24
46.70000 46.70000 49.76667 49.76667 49.76667 49.76667 49.76667 49.76667

As médias aqui indicadas s@o as que também eram dadas (arredondadas a duas casas deci-
mais) na pentltima linha da tabela do enunciado.

(g) O facto dos residuos se encontrarem empilhados em quatro colunas é o reflexo natural
do facto, referida na alinea anterior, que ha apenas quatro diferentes valores ajustados
nesta ANOVA: as quatro médias amostrais de cada laboratorio. Assim, apenas hi quatro
diferentes valores no eixo horizontal, a que correspondem os valores ajustados ¢;; = ¥; . Do
grafico ndo parecem surgir indicagoes de grandes diferengas na variancia dos residuos em
cada nivel, excepcao feita para a segunda coluna, onde surge um residuo atipico, de valor
inferior a —8. E possivel identificar o laboratorio a que se refere essa observacao, uma vez que
a média amostral correspondente excede de pouco o valor 49: trata-se do laboratério 2 (cuja
média amostral é 49.35). Em particular, trata-se da segunda observacao nesse laboratorio,
cujo valor (40.5) é inferior em mais de oito unidades ao valor médio do laboratério. Assim,
a observacao a que corresponde o referido residuo é a observacao yoo.

2. A variavel resposta Y é, neste caso, a varia¢ao de massa ( coluna variacao.massa na data frame).
Existem ao todo n = 50 observagoes.

(a) Para estudar este problema através duma ANOVA, ignora-se os valores numéricos das con-
centragoes de dioxido de carbono, tratando cada diferente concentracao apenas como um
diferente tratamento. Assim, o factor COs terd k = 5 niveis, havendo (n; = 10 = n,)
observagoes para cada concentragao de COs (nivel do factor). O modelo ANOVA associado
a este delineamento é o seguinte:

LY =m+ao+e;, Vi=1,2345,7j=12,..,10, coma; =0, onde
e Y indica a variacao de massa para a j-ésima repeticao associada a i-ésima concen-
tragao de C'Os;
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e 1 indica o variagao de massa média (populacional) na auséncia de CO; (i = 1);
e «; indica o efeito (acréscimo em rela¢ao a média populacional do primeiro nivel) da
i-ésima concentracao de didxido de carbono, isto é, a; = p; — p1; €
e ¢;; indica o erro aleatorio associado a observagao Y;;.
ii. €; NN(0,0%), Vi,j.
iii. {€;;}i; constitui um conjunto de variaveis aleatorias independentes.

(b) Vamos construir a tabela-resumo da ANOVA com o auxilio do R, uma vez que os da-
dos estao disponiveis na data frame C02, com os valores da varidvel resposta na coluna
variacao.massa e os diferentes niveis de C'O2 no factor C02.factor (alternativamente,
podem sempre usar-se as formulas disponiveis no formulario para SQF e SQRE em deli-

neamentos a um factor, sabendo-se também que os graus de liberdade associados ao Factor
sdo k — 1 =4 e os residuais n — k = 45):

> summary(aov(variacao.massa ~ C02.factor, data=C02))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
C02.factor 4 11274 2818.6 101.6 <2e-16 ***
Residuals 45 1248 27.7

O teste I desta ANOVA diz respeito a possivel existéncia de efeitos do Factor, ou seja,

Hipoteses: Hp: o; =0,V 1=2,3,4,5 vs. Hy: 3di=2,3,4,5 tal que o # 0.

Estatistica do teste: F' = % N Fk—1,n—k), sob Ho.

Nivel de significancia: « = 0.05.

Regiao Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Ho se Feaie > fo.05(445 ~ 2-58.

Conclusoes: O valor da estatistica do teste foi calculado na alinea anterior: F.,. = 101.6.
E um valor claramente significativo ao nivel a = 0.05 e rejeita-se Hy a favor da hipotese
de que existem efeitos do Factor, ou seja, que as concentragoes de C'Os estao associadas
a diferentes variagoes médias na massa das culturas do Pseudomonas fragi.

(c) Como em qualquer modelo linear, o residuo é a diferenca entre cada valor observado da
variavel resposta e o correspondente valor ajustado pelo modelo, ou seja, e usando a notacao
da ANOVA a 1 Factor, e;; = y;; — 9;j. Sabe-se que, num modelo ANOVA a um factor, o
valor ajustado duma dada observacao corresponde & média amostral das observagoes no
mesmo nivel do factor: g;; =7, . Assim, todas as observagoes do primeiro grupo tém valor
ajustado igual a ¢1; = y;. = 59.14. O residuo da primeira observagao do primeiro grupo
serd e;; = 62.6 —59.14 = 3.46 e o da segunda observagao desse grupo é ejo = 59.6 —59.14 =
0.46. De forma anéloga, os valores ajustados de qualquer observagao no segundo grupo sao
dados por §jz; = ¥y = 46.04. O residuo da terceira observagao do segundo grupo é assim
€23 = Y23 — Yoy = 47.5 —46.04 = 1.46. Para calcular a totalidade dos residuos podemos
recorrer ao R (arredondando a trés casas decimais):

> round(residuals(C02.aov), d=3)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
3.46 0.46 5.36 0.16 -0.54 5.46 -8.24 -2.94 -6.84 3.66 4.86 -1.74 1.46
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
3.46 2.46 4.36 -10.84 3.86 -3.44 -4.44 9.05 4.65 -6.65 1.856 3.75 2.05
27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
-6.26 -9.45 3.56 -2.55 4.03 -2.67 -6.27 -4.87 3.73 -1.37 -2.87 7.23 -1.07
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

4.13 8.46 0.76 -8.64 -5.94 1.36 5.66 6.16 0.36 -0.54 -7.64

Com o auxilio do R, podemos obter dois dos graficos de residuos ja considerados no estudo
dos modelos de Regressao Linear, através do comando:
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> plot(C02.aov, which=c(1,2), pch=16, col="blue")
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O grafico da esquerda é o grafico de residuos usuais (no eixo vertical) vs. valores ajustados
da variavel resposta (eixo horizontal). O facto de os residuos surgirem “empilhados” em
colunas é caracteristico numa ANOVA a um factor e resulta do ja referido facto de todas
as observagoes dum dado nivel terem o mesmo valor ajustado §;; = 7; , logo, a mesma
coordenada no eixo horizontal. Neste caso, observam-se k£ = 5 colunas. Nao parece existir
problema com a hipotese de homogeneidade das varidncias, uma vez que a variabilidade dos
residuos nao parece diferir muito nos cinco niveis do factor.

O qg-plot (grafico a direita) nao indicia problemas graves com a Normalidade, dada a dis-
posicao aproximadamente linear dos pontos.

Os restantes diagnosticos que foram considerados aquando do estudo da regressao (distan-
cias de Cook, efeito alavanca) sdo geralmente de menor utilidade no contexto duma ANOVA.
Em relacao as distancias de Cook, por exemplo, sabe-se de antemao qual o efeito de retirar
uma observacao: além de desequilibrar um delineamento equilibrado, afectaré a média das
observagoes no mesmo nivel do factor (ou seja, os valores ajustados § nesse nivel). Assim
valores elevados da distancia de Cook correspondem a observagoes atipicas (outliers) no
seio dum dado nivel. Mas para identificar tais observagoes, basta o grafico usual de residuos
contra g, nao sendo necessario um diagnostico especifico. Em relacao aos efeitos alavanca,
¢ possivel mostrar que o efeito alavanca de qualquer observacao y;; numa ANOVA a um
factor é dada por n%,, onde n; indica o ntmero de observacoes no nivel ¢ da observacao.
Em delineamentos equilibrados, esse valor é igual para todas as observagoes (no nosso caso,
todas teriam efeito alavanca igual a 1—10) O gréfico obtido no R com a opg¢ao which=5 tinha,
na regressao linear, os valores do efeito alavanca (h;;, ou leverages) de cada observagao no
eixo horizontal. No entanto, para ANOVAs com delineamentos equilibrados a um factor, o
R substitui esse eixo por uma simples indica¢ao dos diferentes niveis do factor (ordenados
por ordem crescente das médias y; ), uma vez que um grafico anidlogo ao construido na
regressao linear apenas empilharia todos os residuos numa tnica coluna. O grafico alterna-
tivo produzido pelo R quando os delineamentos sao equilibrados fica assim semelhante ao
primeiro grafico de residuos, embora sem qualquer efeito de escala no eixo horizontal e com
os residuos (internamente) estandardizados no eixo vertical, em vez dos residuos usuais.

(d) Nesta alinea pede-se para aproveitar os valores das concentragoes de COs utilizadas, e tratar
essa variavel preditora como uma variavel numeérica, estudando a regressao linear simples
de variacao.massa sobre C02.numerico.

i. O grafico pedido pode ser construido com o seguinte comando do R.
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> plot(variacao.massa ~ C02.numerico, data=C02, pch=16)

O resultado (ja com a recta que é pedida na alinea seguinte e que foi tragada com o
comando abline(C02.1m)) é:

60
|
o oo

variacao.massa

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

CO2.numerico

ii. A regressao linear pedida é dada por:

> C02.1m <- Im(variacao.massa ~ C02.numerico, data=C02)
> summary(C02.1m)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 52.849 1.408 37.52 <2e-16 *x**
C02.numerico -46.569 3.030 -15.37 <2e-16 *x*x

Residual standard error: 6.637 on 48 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.8312,Adjusted R-squared: 0.8276

F-statistic: 236.3 on 1 and 48 DF, p-value: < 2.2e-16

Apesar de alguma tendéncia para uma relagao curvilinear, uma regressao linear simples
pode constituir uma modelacao aproximada da relacao entre concentracoes de didxido
de carbono e varia¢ao na massa das culturas de Pseudomonas fragi (repare-se como se-
ria impossivel tirar esta ila¢ao se o niimero de niveis fosse mais pequeno, e.g., k = 3). O
valor do coeficiente de determinacao é claramente significativo (p < 2.2 x 10716) e bas-
tante elevado (R? = 0.8312), explicando mais de 83% da variabilidade total observada
na variavel resposta.

iii. Os testes F' de ajustamento global do contexto regressao linear simples e do contexto
ANOVA a um factor, ndo sdo os mesmos. Como se viu nas aulas tedricas, a ANOVA
a um factor pode ser vista como uma espécie de regressao linear miltipla em que
as variaveis preditoras sao as indicatrizes dos niveis (excepto o primeiro) do factor.
Assim, a informagao disponivel para prever os valores da variavel resposta é, no caso
da regressao considerada nesta alinea, a varidvel C02.numerico, com valores numéricos
diferentes em cada nivel (mas repetidos para as observa¢oes dum mesmo nivel). No
caso da ANOVA a um factor, é o conjunto das indicatrizes de nivel e o vector dos n
uns. Sendo diferente a informagao preditora, serdao diferentes os valores ajustados e os
valores dos respectivos F,q. e coeficientes de determinacao. Em relagao a este ultimo, e
embora nao seja hébito utilizé-lo no contexto duma ANOVA a um factor, o seu valor é
aqui R? = 0.9003, superior ao que se obteve na regressao (R2 = 0.8312), como se pode
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constatar através do ajustamento obtido utilizando simultaneamente o comando 1lm e o
factor preditor C02.factor:

> summary(lm(variacao.massa ~ C02.factor, data=C02))
...

Residual standard error: 5.266 on 45 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9003,Adjusted R-squared: 0.8915

F-statistic: 101.6 on 4 and 45 DF, p-value: < 2.2e-16

Repare-se como o valor da estatistica calculada, Fiq. = 101.6, é o que foi obtido usando
o comando aov.

Um comentério final: 0 modelo ANOVA nao permite, ao contrario da regressao, fazer previ-
soes sobre as variagoes de massa com concentragoes de C'O2 nao observadas na experiéncia,
uma vez que os niveis de um factor nao tém escala (sao apenas categorias diferentes).

3. Trata-se dum delineamento factorial a dois factores (terreno e variedade), mas com uma unica
observagao em cada célula (em cada terreno, apenas ha uma parcela com cada variedade). Logo,
86 é possivel ajustar um modelo a dois factores sem interaccao, tal como no exercicio 77.

(a) A tabela-resumo correspondente é:

> summary(aov(rend ~ variedade + terreno, data=terrenos))
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

variedade 3 1.799 0.5997 6.145 0.00175 =*x*

terreno 12 2.407 0.2006 2.056 0.04737 =

Residuals 36 3.513 0.0976

Desta tabela depreende-se que, aos niveis de significAncia usuais, deve considerar-se a exis-
téncia de efeitos do factor variedade:

Hipoteses: Hp: o; =0,V :=2,3,4 vs. Hy: Ji=2,3,4 tal que ay; # 0.

Estatistica do teste: F' = QQA%{lE N Fla—1,n—(a+b—1)), Sob Ho.

Nivel de significancia: « = 0.05.

Regiao Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Ho se Feqe > fo.053,36) ~ 2.87.

Conclusoes: F_,. = 6.145, um valor significativo mesmo ao nivel o = 0.005. Logo, rejeita-
se Hy a favor da hipotese de que existem efeitos do factor. Assim, é de concluir que
diferentes variedades estejam associadas a diferentes rendimentos médios.

(b) Um teste aos efeitos do factor terreno permite tirar a conclusao que os efeitos deste factor
sdo menos importantes que os efeitos do factor variedade, embora ao nivel de significAncia
a = 0.05 sejam (por pouco) significativos. Assim,
Hipéteses: Hy: 3; =0,V j=2,..,13 vs. Hy: dj=2,...,13 tal que 3; # 0.
Estatistica do teste: F' = % N Fp—1,n—(atb-1)), SOb Ho.
Nivel de significancia: o = 0.05.
Regiao Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Hy se Feae > fo.05(12,36) ~ 2.04.
Conclusoes: F.,. = 2.056, um valor significativo (por muito pouco) ao nivel o = 0.05.

Logo, rejeita-se Hy a favor da hipotese de que existem efeitos do factor terreno.

NOTA: Num caso como este, em que a conclusao dependende do nivel de significincia
usado, é especialmente importante que eventuais fontes de variabilidade, exteriores ao factor
sob estudo, mas que afectem a variavel resposta, sejam tidas em conta, de forma a reduzir
a variabilidade nao explicada pelo modelo, isto é, o valor de QM RE.
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4. Trata-se dum delineamento factorial a dois factores, o factor A (Fosforo), com a = 3 niveis
(Baixa, Média e Elevada dosagem de adubagao) e o Factor B (Potéssio), igualmente com b = 3
niveis (Baixa, Média e Elevada dosagem de adubagao). O delineamento é equilibrado, uma vez
que em cada uma das ab = 9 situagoes experimentais (células) hé igual namero de observagoes
n;j = n. = 3. Havendo repetigoes nas células, é possivel estudar o modelo ANOVA a 2 factores,
com interacgao. A equacdo de base deste modelo é Y, = p11 + o + B + (af)ij + €iji, Vi =
1,2,3, j =1,2,3, k= 1,2,3, onde Yj;;, indica o rendimento obtido na k-ésima repeticao da
adubagao correspondente a célula que cruza o nivel 7 do fésforo e o nivel j do potéssio. Impoem-se
as restricoes a; =0, 1 = 0, (aB)1; = 0 para qualquer j, e (aff);1 = 0 para qualquer 1.

(a) A tabela-resumo é dada no enunciado, mas com seis valores omissos. Os graus de liberdade
do factor A (fosforo) sdo a—1 = 2. Os graus de liberdade associados aos efeitos de interaccao
sio (a—1)(b—1) = 4. O Quadrado Médio associado ao factor B (potéssio) ¢ QM B = 598 —

b1
181563 — 9.37815. O Quadrado Médio Residual ¢ QM RE = Sr?% = 259333 — (0.1440739.
O valor da estatistica I’ para o teste aos efeitos principais do factor A é Fy = —QQA]/}/[ RAE =
% = 7.784068. Finalmente, o valor da estatistica I’ no teste aos efeitos principais do

factor B ¢ Fg = S5 = it = 65.09264.

(b) Ha trés tipos de efeitos: principais do factor fosforo, associados as parcelas «;; principais do
factor potassio, associados as parcelas f3;; e de interaccao entre os dois tipos de adubagao,
associados as parcelas (o/f3);;. Existe um teste F' para testar hipoteses associadas a cada
um destes tipos de efeitos. Em concreto:

Teste a interacgao. As hipdteses sao:
Hy: (af)ij =0, Vi, j vS. Hy : 3Ji,jtal que (af); #0.
Teste aos efeitos principais do factor A. As hipoteses sao:
Hy: «=0,Vi vSs. Hy: ditalque a; #0.
Teste aos efeitos principais do factor B. As hipoteses sao:
Hy: pBj=0,Vj vs. Hy: djtalque B; #0.

Para cada um destes testes, as estatisticas F' sao definidas como F' = %, onde QM xx
indica o quadrado médio associado ao respectivo tipo de efeitos. As distribui¢oes des-
tas estatisticas de teste, caso seja verdadeira cada uma das hipéteses nulas, sao F' com
graus de liberdade dados pelos g.l. dos quadrados médios no numerador e denomina-
dor, respectivamente, da estatistica correspondente. Todas as regioes criticas sao uni-
laterais direitas. Assim, e tendo em conta os valores da tabela-resumo e utilizando o
nivel de significincia a = 0.05, tem-se que se rejeitam as hipoteses nulas dos trés tes-
tes. De facto, rejeita-se a inexisténcia de efeitos de interacgao, uma vez que Fap,, =
3.36504 > foos(4,18) = 2.927744. Rejeita-se a inexisténcia de efeitos principais do
factor fosforo uma vez que Fa_, = 7.784068 >  foos502,18) = 3.554557. Finalmente,
rejeita-se clarissimamente a inexisténcia de efeitos principais do factor potéassio ja que
Fp,,. =65.09264 > f{0502,18) = 3.554557. Assim, conclui-se pela existéncia dos trés tipos
de efeitos. Estas conclusoes poderiam também ser obtidas directamente a partir dos valores
de prova (p-values) correspondentes as trés estatisticas de teste, disponiveis no enunciado.

O valor de prova mais elevado, no caso do teste aos efeitos de interacgao (p = 0.03187154)
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indica que, ao nivel de significancia a = 0.01, a conclusao ja seria a nao rejeicdo da hipo-
tese nula, isto €, nao seria possivel concluir pela existéncia de efeitos de interac¢ao. Ja a
existéncia de efeitos principais do factor potassio esta associado a um p-value da ordem de
1078,

(c) Nesta alinea pede-se para considerar-se o modelo sem efeitos de interac¢ao, ou seja, cuja
equacao de base é Yy, = p11+a;+8+€5k, Vi, 5, k, e com as restrigoes a1 = 31 = 0. O facto
de o modelo nao prever efeitos de interacgao significa que a respectiva Soma de Quadrados
(indicada no enunciado) passa a englobar a Soma de Quadrados Residual (uma vez que ja ndo
corresponde a efeitos previstos pelo modelo). Tem-se agora SQRE = 2.59333 + 1.93926 =
4.53259. Os graus de liberdade sofrem uma transformagcao analoga (este modelo tem agora
menos (a—1)(b—1) parametros do que anterior, pelo que os graus de liberdade residuais
aumentam nesse montante). Assim, g.l.(SQRE) = 18 + 4 = 22. Logo o novo Quadrado
Médio Residual vem: QMRE = % = 0.2060268. As somas de quadrados, graus de
liberdade e quadrados médios associados aos efeitos principais de cada factor permanecem
iguais (sao calculados de forma anéloga) pelo que a tabela-resumo é agora a seguinte:

variagao ‘ g.l. SQs QMs Fluc
fosforo 2 2.24296  1.121481  5.443374
potassio | 2 18.75630  9.37815  45.51908
residual | 22 4.53259  0.2060268 -

Para identificar os valores de prova (p-values) dos novos valores das estatisticas F' sobrantes,
é necessério ter em conta os novos valores dos graus de liberdade residuais. Tem-se:

> 1-pf(5.443374, 2, 22)
[1] 0.01200658

> 1-pf(45.51908, 2, 22)
[1] 1.517658e-08

Assim, os dois valores calculados das estatisticas continuam a ser significativos ao nivel
a = 0.05. No entanto, os efeitos do factor fosforo ja nao seriam considerados significativos
ao nivel @ = 0.01. Este exemplo ilustra o perigo de ignorar a existéncia de efeitos que
realmente existam (neste caso, ignorar os efeitos de interacgao): pode ajudar a camuflar a
existéncia de outros tipos de efeitos, mesmo dos que sao previstos no modelo, através do
inflacionamento da variabilidade residual (QMRE).

5. (a) Trata-se dum delineamento factorial, a dois factores: tempo de exposi¢ao, com a = 3 niveis,
e temperatura, também com b = 3 niveis. O delineamento é equilibrado, com n. = 3
repeticoes em cada uma das ab = 9 células, para um total de n = abn, = 27 observagoes.
Havendo repetigoes nas células, é possivel ajustar um modelo a dois factores, com interaccao,
cuja equacao de base é:

L Yk =pu+oi+ B+ (@B)y +eyr, Vi=1,2,3,7=1,23, k=1,2,3,
com a1 =0, f1 =0, (af)1; = 0 para qualquer j, e (of);1 = 0 para qualquer ¢, onde
e Y, indica a absor¢ao na k-ésima repeticao da situagao experimental dada pela
combinac¢ao do tempo de exposicao ¢ com a temperatura j.
e 14 indica a absor¢ao média (populacional) na célula definida pelo tempo de expo-
sicao F7 com a temperatura 77;
e «; indica o efeito principal do tempo de exposicao ;

e [3; indica o efeito principal da temperatura j;
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e (af);; indica o efeito de interaccao entre o tempo de exposicao ¢ e a temperatura
Jie
e ¢;j; indica o erro aleatorio associado a observacao Yjjy.
ii. e N N(0,02%), Vi,j,k.
iii. {€;jk}ijk constitui um conjunto de variaveis aleatorias independentes.

(b) Ha trés tipos de efeitos: principais do factor A, associados as parcelas «;; principais do
factor B, associados as parcelas j; e de interacgao, associados as parcelas (af3);;. Existe
um teste F' para testar hipdteses associadas a cada um destes tipos de efeitos. Em concreto:

Teste a interacgao. As hipoteses sao:
Hy: (af)ij=0, Vi,j vs. Hy : 3i,jtal que (aB)ij #0 .
Teste aos efeitos principais do factor A. As hipoteses sao:
Hy: o =0,Vi vSs. Hy : 3Jital que «; #0.
Teste aos efeitos principais do factor B. As hipéteses sao:
Hy: Bj=0,Vj vSs. Hy: 3Jjtal que B; #0.

(c) Para efectuar os trés testes F' pedidos, vamos construir a tabela-resumo da ANOVA, utili-
zando para o efeito os comandos do R:

> absorcao.aov <- aov(abs ~ exposicao * temperatura, data=absorcao)
> summary (absorcao.aov)
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

exposicao 2 2113 1056.3 63.59 6.92e-09 ***
temperatura 2 3674 1836.8 110.58 7.7b5e-11 *x*x*
exposicao:temperatura 4 2704 676.1 40.70 8.74e-09 **x*
Residuals 18 299 16.6

Repare-se na utilizagao do asterisco para indicar, na féormula que define o modelo usado,
que se pretende utilizar um modelo a dois factores com interac¢ao.
Teste a interaccao .
Hipéteses: Hp: (af);; =0,V i=2,3 ej=2,3 [nao ha interaccao]
vs. Hy:31=2,3, j=2,3 tais que (af);; # 0 [ha interaccaol.
Estatistica do teste: F = 9MAB Fl(a-1)(b-1) ,n—ab)> s0b Ho.

~ QMRE
Nivel de significancia: o = 0.05.

Regiao Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Ho se Feae > fo.05(4,8) = 2-93.

Conclusées: O valor da estatistica do teste é Flq. = 40.70. E um valor claramente
significativo ao nivel a = 0.05, rejeitando-se Hg a favor da hipotese alternativa de
que existem efeitos de interaccao entre tempo de exposi¢ao e temperatura.

Teste aos efeitos principais do factor A .

Hipéteses: Hp: a; =0, V i = 2,3 [nao ha efeitos principais de A|
vs. Hj:(ag #0)V (a3 #0) [ha efeitos principais de AJ.

Estatistica do teste: F = -$M4 Fla—1,n—a), sob Hy.

Nivel de significancia: o = 0.05.

Regiao Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Ho se Feaie > fo.052,18) = 3-55.
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Conclusdes: O valor da estatistica do teste é F.y. = 63.59. E um valor claramente
significativo ao nivel a = 0.05, rejeitando-se Hy a favor da hipotese alternativa de
que existem efeitos principais de tempo de exposicao.

Teste aos efeitos principais do factor B .

Hipoteses: Hp: ; =0, V i = 2,3 [nao ha efeitos principais de B|
vs. Hy: (B2 #0)V (B3 #0) |ha efeitos principais de B|.

Estatistica do teste: F = % N Fy—1,n—ap), Sob Ho.

Nivel de significancia: « = 0.05.

Regiao Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Ho se Feaie > fo.052,18) = 3-55.

Conclusées: O valor da estatistica do teste é F.,. = 110.58. E um valor ainda
mais claramente significativo do que o da estatistica calculada no teste aos efeitos
principais do outro factor. Rejeita-se Hy a favor da hipdtese alternativa de que
existem efeitos principais de temperatura.

Assim, conclui-se que (ao nivel a = 0.05) existem os trés tipos de efeitos previstos no modelo
e todos contribuem para formar o valor esperado duma observacao.

(d) A menor absor¢ao média amostral verifica-se na célula associada ao tempo de exposi¢ao Fj e
temperatura T7: 7;; = 32.23. No outro extremo, a maior absor¢ao média amostral observa-
se quando ao mesmo tempo de exposicao (F1) se associa a temperatura Th: 715 = 91.43.

(e) Para considerar as nove diferentes situagoes experimentais como nove niveis dum tdnico
factor, seré necessario substituir as duas colunas que na data frame absorcao indicavam os
dois factores (isto é, as colunas exposicao e temperatura) por um unico factor (ao qual
dar-se-4 o nome sit.exp), indicando as nove situagoes experimentais. Para criar essa nova
variavel, utilizar-se-4 o comando paste do R, que permite “colar” os valores de cada um
dos factores originais, utilizando um ponto como simbolo de separacao. O vector assim
produzido sera transformado em factor através do comando as.factor:

> sit.exp <- as.factor(paste(absorcao$exposicao, absorcao$temperatura, sep="."))
> sit.exp

[1] E1.T1 E1.T1 E1.T1 E2.T1 E2.T1 E2.T1 E3.T1 E3.T1 E3.T1 E1.T2 E1.T2 E1.T2 E2.T2
[14] E2.T2 E2.T2 E3.T2 E3.T2 E3.T2 E1.T3 E1.T3 E1.T3 E2.T3 E2.T3 E2.T3 E3.T3 E3.T3
[27] E3.T3
Levels: E1.T1 E1.T2 E1.T3 E2.T1 E2.T2 E2.T3 E3.T1 E3.T2 E3.T3

Seguidamente, utiliza-se esse novo factor como preditor numa ANOVA a um factor:

> summary (aov(absorcao$abs ~ sit.exp))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
sit.exp 8 8491 1061.3 63.89 1.22e-11 *xx
Residuals 18 299 16.6

Em resposta directa a pergunta feita, é evidente pelo p-value baixissimo que se deve considerar
que as médias nas nove situagoes experimentais nao sao iguais (o que é, alids, coerente com o
que se viu acima). Note-se, no entanto, que a Soma de Quadrados Residual neste novo modelo
é igual & que se havia obtido no modelo a dois factores com interacgao. O que significa que a
soma de quadrados associada ao tnico factor agora existente tem de ser equivalente as Somas de
Quadrados SQA, SQB e SQRE nesse modelo a dois factores com interaccao. Esta constatacao
reforca a ideia que a diferenca entre os dois modelos nao reside tanto na capacidade explicativa
global, que é a mesma, mas na forma como é (dois factores), ou nao (um tunico factor), possivel
atribuir essa variabilidade explicada a varias causas (interacgao, factor A, factor B).
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6. (a) A troca de ordem dos factores no comando do R nao tém efeito sobre o ajustamento do
modelo a dois factores com interac¢ao (além de trocar a ordem das duas primeiras linhas
da tabela-resumo), como se pode constatar comparando o ajustamento obtido na alinea 5¢
com o que se obtém trocando a ordem dos factores:

> summary(aov(abs ~ temperatura * exposicao, data=absorcao))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

temperatura 2 3674 1836.8 110.58 7.75e-11 *x*x*
exposicao 2 2113 1056.3 63.59 6.92e-09 *x**
temperatura:exposicao 4 2704 676.1 40.70 8.74e-09 *x*x
Residuals 18 299 16.6

No entanto, esta invariancia depende do facto de se estar a trabalhar com um delineamento
equilibrado, como se vera na alinea seguinte.

(b) Retirando a primeira e as duas tultimas observagoes, passamos a ter um delineamento ana-
logo, mas nao equilibrado. Repare-se nas tabelas-resumo obtidas agora, trocando a ordem
dos factores:

> summary(aov(abs ~ exposicao * temperatura, data=absorcao[-c(1,26,27),]))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

exposicao 2 1445.6 722.8 43.92 5.36e-07 **x*
temperatura 2 3032.3 1516.2 92.14 3.76e-09 **x*
exposicao:temperatura 4 2444.6 611.1 37.14 1.29e-07 **x*
Residuals 15 246.8 16.5

> summary(aov(abs ~ temperatura * exposicao , data=absorcao[-c(1,26,27),]1))
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

temperatura 2 2700.4 1350.2 82.05 8.36e-09 *x*x*
exposicao 2 1777.5 888.8 54.01 1.40e-07 *x*x*
temperatura:exposicao 4 2444.6 611.1 37.14 1.29e-07 **x*
Residuals 156 246.8 16.5

Como se pode constatar, embora as linhas associadas a interacgao e ao residual tenham
idénticas somas de quadrados, graus de liberdade e quadrados médios nos dois casos, ja
as linhas associadas ao efeito principal de cada factor sao diferentes nos dois casos. Este
problema foi ja referido nas aulas tedricas, no final da discussao sobre o modelo a dois
factores, sem interaccao.

7. (a) Trata-se dum delineamento factorial a dois factores: localidade (Factor A, com a = 4 niveis)
e cultivar (Factor B, com b = 9 niveis). Existem n;; = 4 = n, repeti¢oes em todas as ab = 36
situacoes experimentais (células), pelo que se trata dum delineamento equilibrado. Existem
ao todo n = abn, = 144 observagoes da variavel resposta Y (rendimento, em kg/ha). O
modelo ANOVA adequado é o modelo ANOVA a dois factores, com interacgao, dado por:

L Yije=pu+o+ 65+ (af)iy +eje, Vi=1,2,34,7=1,2,..9, k=1,2,34,
com a1 =0, f1 =0, (aff)1; = 0 para qualquer j, e (of3);1 = 0 para qualquer ¢, onde
e Yj; indica o rendimento na k-ésima parcela da localidade 7, associada a cultivar j;
e 47 indica o rendimento médio (populacional) da cultivar Celta, em Elvas;

e «; indica o efeito principal da localidade i;

Bj indica o efeito principal da cultivar j;

(aB);; indica o efeito de interaccao entre a localidade i e a cultivar j; e

€;jk indica o erro aleatorio associado a observacao Yijp.
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ii. €6 N N(0,0%), Vi,j,k.
iii. {€jjx}ijk constitul um conjunto de variaveis aleatorias independentes.

(b) 1. Os nove valores em falta na tabela sao dados por:

o g.1.(SQA) =a—1=3;

o g..(SQB)=b—1=8;

o g..(SQAB) = (a—1)(b—1) =3 x 8 = 24;
o g.l.(SQRE) =n — ab = 144 — 36 = 108;

o SQB=QMB (b— 1) = 964060 x 8 = 7712480;

e SQAB = SQT — (SQA+ SQB + SQRE) = (n— 1) s; — 219628472 =
= 143 x 1714242 — 219628 472 = 25508 134;

o QMA = 3% = 183739916 — ¢1 953 305,

_ SQAB __ 25508134 __ .
. QMAB_ oty = 2RI — 1062839;

QMB __ 964060
* I's = GirrE = 260704 — 5-69791.
ii. Pedem-se os trés testes F' para cada tipo de efeitos previstos no modelo. Efectuemos
em pormenor o0 teste & existéncia de efeitos de interaccao entre localidade e cultivar:

Hipoteses: c(aB)ij =0,V i=23,4 ej=23,..,9 [nao ha interaccaol
vs. Hip: Hz =2,3,4, j=2,3,..,9 tais que (of3);; # 0 [ha interaccaol.
Estatistica do teste: F' = 8%%@ N Fla—1)(b-1) ,n—ab]» SOb Ho.

Nivel de significancia: o = 0.01.

Regiao Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Ho se Feae > fo.01(24,108) ~ 1.97.

Conclusoes: O valor da estatistica do teste foi calculado na alinea anterior: F,,. =
4.0768. E um valor significativo ao nivel o = 0.01, rejeitando-se Hy a favor da
hipotese alternativa de que existem efeitos de interaccao entre localidade e cultivar.

No que respeita ao teste para os efeitos principais do factor localidade, as hipoteses em
confronto sao Hgp : «; =0,V i=2,3,4 vs. Hy: Ji=223,4, tal que a; # 0.
A Regiao Critica é agora dada pela rejeigao de Ho caso Feae > fo.01(3,108) = 3.97. O
valor elevadissimo da estatistica calculada Fi,. = 234.9531 leva & rejeicao clara de Hy,
concluindo-se pela existéncia de importantes efeitos de localidade, nos rendimentos.
Finalmente, no teste aos efeitos principais do factor cultivar, as hipéteses em confronto
sao Ho: B =0,V j=2,3,..,9 vs. Hy:3j5=2,3,...,9, tal que 3; # 0. A Regiao
Critica ¢ agora dada pela rejeigao de Hy caso Fiqe > fo.01(3,108) =~ 2.68. O valor da
estatistica calculada Fi.q. = 3.698 pertence a Regiao Critica, levando a rejeicao de Hy,
concluindo-se também pela existéncia de efeitos de cultivar sobre os rendimentos.
Assim, conclui-se pela existéncia dos trés tipos de efeitos, ao nivel o = 0.01, com
destaque para a existéncia clara de efeitos de localidade.

iii. Pede-se para discutir o efeito sobre a tabela resultante de dividir a variavel resposta
por mil (passando o rendimento a ser expresso em t/ha). Os graus de liberdade nao
sdo, naturalmente, afectados. O mesmo nao se passa com as Somas de Quadrados. A
nova variavel Y* = Y /1000 corresponderao novas médias de nivel, de célula e global,
que também resultam de dividir por mil (para ficarem em ¢/ha). Tendo em conta que
no modelo em questao, as médias de célula definem os valores ajustados, tem-se YZ =

f/;-jk /1000. Assim, as novas Somas de Quadrados resultam de dividir as suas Congeneres
originais por 10002, ou seja, por um milhdo. De facto, SQT* = Z Z Z( k=Y Y )2 =
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3200 3 (Vigk/1000 = Y. _/1000)* = SQT/(1000%). Também SQRE* = 333 (Yyi —

i j k i j ok

V)2 = 33 3 (Yiir/1000 — Yi5,/1000)* = SQRE/(1000%). De forma analoga, e
gk

utilizando as formulas para delineamentos equilibrados,

SQA* = ey (Vi —Y.)* = bney_ (Y,./1000 — Y. /1000)*> = SQA/(1000%)
i=1 i=1
b b
SQB* = an.y (Y, =Y )* = ancy (Y ;/1000 =Y _/1000)* = SQB/(1000%) .
j=1 j=1

Por diferenca, tem igualmente de verificar-se SQAB* = SQAB/(1000?). Assim, toda
a coluna de Somas de Quadrados na tabela sera dividida por um milhdo. Essa mesma
transformagao aplica-se & coluna de Quadrados Médios (que resulta de dividir Somas
de Quadrados por graus de liberdade). Mas na coluna final, correspondente aos valores
calculados das estatisticas F', o quociente de Quadrados Médios mantém-se inalterado (a
transformacao multiplicativa de numerador e denominador ¢é igual). Logo, as conclusoes
de todos os testes (incluindo os respectivos p-values) mantém-se inalterados.

iv. [Material Complementar| Os dois graficos de interacgao reflectem a mesma infor-
macao, embora de formas diferentes. No grafico da esquerda, as quatro localidades
definem posicoes no eixo horizontal. Por cima de cada localidade encontram-se nove
pontos, associados as nove cultivares. A ordenada de cada um desses nove pontos é dada
pelo rendimento médio das parcelas correspondentes a essa combinacao de localidade
e cultivar. Os segmentos de recta unem os pontos correspondentes a cada cultivar (se-
gundo a legenda indicada no grafico). Embora haja algum paralelismo nas nove curvas
seccionalmente lineares, para as trés primeiras localidades, os rendimentos na Revi-
lheira sugerem a existéncia de efeitos de interac¢ao. Por exemplo, a cultivar TE9110,
que regista o rendimento mais baixo em Elvas (facto que se pode confirmar na tabela
de médias dada na alinea c) tem o segundo mais elevado rendimento na Revilheira.
Também a cultivar Celta, cujo rendimento em Benavila é o terceiro mais baixo, regista
o segundo maior rendimento em Elvas. Assim, hé cultivares que manifestam “preferén-
cias” ou “aversoes” por diferentes localidades, reflectindo efeitos de interacgao. O teste
& interaccao efectuado na alinea anterior confirma que esses efeitos sao significativos,
ao nivel a = 0.01.

O grafico da direita da, como se disse, uma perspectiva diferente sobre a mesma infor-
macao. Agora, sao as cultivares que definem nove posi¢oes no eixo horizontal. Por cima
de cada uma dessas posigoes (cultivares) ha quatro pontos, com ordenadas dadas pelos
rendimentos médios da referida cultivar, nas quatro localidades consideradas no ensaio.
Segmentos de recta unem os pontos correspondentes a uma mesma localidade. Neste
grafico torna-se evidente que os rendimentos sao sempre bastante superiores em Elvas
(no grafico da esquerda, esse facto reflectia-se no “pico” por cima de Elvas). Essa sera
a principal razao pela clara rejeicao da hipotese nula no teste a existéncia de efeitos
principais de localidade. Por outro lado, os efeitos de interaccao reflectem-se na mais
visivel auséncia de paralelismo, nomeadamente nos tracos correspondentes a Elvas e
Revilheira, que para varias cultivares parecem ter comportamentos quase antagdénicos.

8. (a) Trata-se dum delineamento factorial a dois factores: Temperatura de conservagio (Factor
A), com a = 2 niveis, e Tempo de armazenamento (Factor B), com b = 4 niveis. Para mode-
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lar a variavel resposta Y (alteragoes no conteido em taninos das polpas de sapoti), utiliza-se
um modelo ANOVA a dois factores, com interaccao. E possivel estudar a interaccio devido
a presenca de repeticoes nas 2 x 4 = 8 células. Sempre que possivel, é desejével considerar
este modelo para delineamentos factoriais a dois factores, deixando que sejam os dados a
sugerir se se deve admitir a existéncia desse tipo de efeitos. O delineamento é equilibrado,
uma vez que todas as células tém o mesmo nimero de repeticoes: n;; =4 = n. (¥4, j), para
um total de n = 8 x 4 = 32 observagoes. O modelo é dado por:

L. }/Z]k = P11 + o +/8] + (aﬁ)lj +€ijk7 Vi= 172 ) j = 1727374 ) k= 17273747
com o1 =0, 51 =0, (af)1; = 0 para qualquer j, e (of);1 = 0 para qualquer ¢, onde
e Vi, indica a k-ésima observacao (repeticao) na célula definida pelo nivel ¢ do Factor
A e o nivel j do Factor B;
e 117 indica a média (populacional) das observac¢oes na célula (1,1), ou seja, com
temperatura alta e 0 dias de armazenamento;

e «; indica o efeito do nivel i do Factor A (Temperatura);
e (3; indica o efeito do nivel j do Factor B (Tempo de armazenamento);
e (af);j indica o efeito de interaccao na célula (i,7); e
e ¢;j; indica o erro aleatorio associado a observagao Yjjy.
ii. ejx N N(0,0%), Vi, j,k.
iii. {€jjx}sj,kx constituem um conjunto de variaveis aleatorias independentes.

(b) A tabela-resumo desta ANOVA tera trés linhas associadas a cada tipo de efeitos previsto no
modelo (ou seja, efeitos principais do Factor A, efeitos principais do Factor B e efeitos de
interaccao) e ainda uma linha para o residual (podendo também incluir-se a linha associada a
variabilidade Total). Como em qualquer modelo ANOVA, a tabela-resumo tem as seguintes
colunas: Somas de Quadrados, graus de liberdade correspondentes, Quadrados Médios e
estatisticas F'. Os graus de liberdade sao dados por:

e Factor A: a—1=1;

e Factor B: b—1=3;

e Interaccao: (a—1)(b—1)=3;
e Residual: n —ab=32—-8=24.

Para calcular as somas de quadrados, registamos que no enunciado é dada a Soma de
Quadrados Residual SQRE = 20.72. E igualmente dado o Quadrado Médio do Factor
B, e multiplicando pelos respectivos graus de liberdade obtém-se SQB = QM B (b—1) =
96.01x 3 = 288.03. A Soma de Quadrados Total também pode ser calculada facilmente, uma
vez que no enunciado &4 dada a varidncia da totalidade das observacoes de Y, 32 = 47.83222, ¢
SQT = (n—1) SZ = 31 x 47.83222 = 1482.799. Assim, faltam as duas Somas de Quadrados
relativas aos efeitos principais do factor A (SQA) e aos efeitos de interacgao (SQAB).
Utilizando a expressao para SQA, no caso de delineamentos equilibrados (disponivel no
formulario) e os valores das médias de nivel do factor A e da média geral (disponiveis no
a
enunciado), tem-se SQA = bn. > (V; — Y _)? = 16[(24.681 — 22.14375)2 + (19.606 —
i=1
22.14375)%] = 16 x 12.87781 = 206.045. A tltima Soma de Quadrados em falta (SQAB)
pode ser calculada a partir das restantes quatro: SQAB = SQT —(SQA+SQB+SQRE) =
1482.799 — (206.045 + 288.03 + 20.72) = 968.004. Assim,
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Variagao g.l. SQs QMs Frue

Factor A | 1 | 206.045 QMA = 522 = 206.045 F = s = 238.6622

Factor B | 3 | 288.03 QMB = 522 = 96.01 F =8 —111.2085
3 _ _SQAB  _ _ QMAB __

Interacgao | 3 | 968.004 | QMAB = @ = 322.668 | F'= OMRE = S13.7467

Residual | 24 | 20.72 | QMRE = 2982 = 0.8633333 -

Total 31 | 1482.799 — -

(c¢) De acordo com o modelo, a influéncia do Factor B nos valores da variavel resposta pode
resultar de dois tipos de efeitos: os efeitos principais do Factor B (os ;) ou os efeitos
de interacgao (os (af3);j). Efectuaremos estes dois testes, comegando pelo dos efeitos de
interacgao. Neste exemplo, e como o Factor A apenas tem dois niveis, o indice i nos efeitos
de interaccao apenas toma o valor ¢ = 2.

Hipoteses: Hp: (aff)2; =0,V j=2,3,4 vs. Hy:3j=2,3,4 tal que (af)2; # 0.

Estatistica do teste: F = g%gg N Fla—1)(b-1),n—ab]> S0b Ho.

Nivel de significancia: o = 0.05.
Regiao Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Ho se Feae > fo.05(3,24) = 3-01.
Conclusoes: O valor da estatistica do teste foi calculado na alinea anterior: F,.y . =

373.7467. E um valor claramente significativo e rejeita-se Hy a favor da hipotese alter-
nativa de que existem efeitos de interacgao.

J& é possivel responder afirmativamente: o Factor B tem efeitos sobre os valores médios de

Y. No entanto, efectuaremos também o teste aos efeitos principais do Factor B:

Hipéteses: Hy: 3; =0,V j=2,3,4 vs. Hy:3dj=2,3,4 tal que 3; #0.

Estatistica do teste: F' = % N Fp—1,n—ab), s0b Ho.

Nivel de significancia: « = 0.05.

Regiao Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Ho se Feqe > fo.05(3,24) = 3-01.

Conclusoes: O valor da estatistica do teste foi calculado na alinea anterior: F,.y . =
111.2085. E um valor claramente significativo e rejeita-se Hy a favor da hipotese de que
existem efeitos principais do Factor B.

Assim, quer pela via dos efeitos principais, quer pela via dos efeitos de interac¢ao, o Factor
B (tempo de armazenamento) afecta os contetudos médios de taninos nos sapotis.

9. (a) Pede-se para mostrar que a soma dos n; residuos e;;, correspondentes ao nivel i do Factor
(1=1,2,....,k), numa ANOVA a 1 Factor, é nula. Sabemos que, neste tipo de delineamento,
os valores ajustados de cada observagao correspondem & média amostral das n; observacoes
no nivel ¢ do Factor em que essa observacao foi efectuada. Assim,

doeig = > wi—9y) = > (Wi—) =0,

Jj=1 Jj=1 Jj=1

uma vez que se trata duma soma de desvios dum conjunto de observacoes em relagao a
sua média (ou seja, do tipo > " (x; — T)) que tém sempre soma zero, como facilmente se
constata.

(b) Trata-se duma situagao analoga a da alinea anterior. Num modelo ANOVA a dois factores,
com efeitos de interacgao, sabemos que os valores ajustados ¢;j; correspondem as médias
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;. das observagoes da célula da referida observagao. Assim, a soma dos residuos das n;
observagoes efectuadas na célula (7, j) é dada por:

g5 Lz M5
Z €ijk = Z (Yijk — ijk) = (Wi — Vi) = 0.
k=1 k=1 k=1

10. Esté-se no contexto dum modelo ANOVA a 1 Factor, onde as observagoes Y;; constituem n
variéveis aleatorias independentes, todas com distribuicao Yi; N N (p1 + oy, o?).

(a) Sabemos que neste modelo, os estimadores dos pardmetros p; e o = p; — pp sao dados
pelas correspondentes quantidades amostrais.

e o estimador da média populacional do primeiro nivel, 111, ¢ dado pela média amostral das

_ n1
observagoes desse nivel, Y = n% >~ Y;;. Mas, como é sabido (ver apontamentos da UC
j=1
de Estatistica, dos primeiros ciclos do ISA), a média X duma amostra aleatoria {X;}1
. .. e e~ = 2
de n varidveis aleatorias com distribuicao A (i, 0?), tem dlstrlbuu;ao_ X N N(u, %2)
Assim, e tendo em conta que o = 0, tem-se Y1; NN (1, 02) e i1 = Y1 NN (u1, 2—1),
como se quer mostrar.
e O estimador de a; = p; — 1, para ¢ > 1, é dado pela correspondente diferenca de
médias amostrais, &; = Y; —Y ;.. Viu-se na alinea anterior que a segunda parcela tem
2
distribui¢ao N (1 , Z—l) Por um raciocinio analogo, a primeira parcela tem distribui¢ao
Y 0 N(p + Z—i) As duas parcelas sao independentes, uma vez que as parcelas
que entram para o calculo da média Y sao diferentes das que entram no célculo
da média Y, . Logo, essa diferenca de duas variaveis aleatérias Normais independentes
tem distribui¢do Normal. Os parametros dessa distribui¢ao sao: E[&;] = E[Y; —Y 1] =
E[YZ] — E[Yl] = (Ml =+ Oéi) — M1 = Q4 € V[dz] = V[YZ — Yl_] = V[YZ] + V[Yl] —

= 2 2 S ; N
2ColY,;,Y 1] = ~—+ Z—l (a covariancia é nula, tendo em conta a independéncia de duas
N———— v
=0
médias de nivel diferentes). Logo, &; N N (ai, 02(%1 + ni)), como se queria mostrar.
1

(b) Qualquer dos parametros a; ou p; sdo pardmetros dum modelo linear, analogos aos para-

metros ; numa regressao linear. Vimos, no contexto da regressao linear, que os intervalos

Bi—Fi
&5

de confianga para esses parametros sao construidos a partir quantidades do tipo , onde

J
&Ej = V[BJ], a varidncia estimada do estimador Bj. Estes quocientes tém distribuicao ¢,
com graus de liberdade dados pelos g.1. de SQRE. O que faz falta é adaptar esta expressao
geral, obtida no estudo da modelo linear, ao contexto especifico dum modelo ANOVA a
1 Factor. No que respeita aos graus de liberdade, sabemos serem n—k. Falta indicar as
expressoes dos estimadores e das respectivas varidncias. Consideremos primeiro o caso do
parametro pq (que é a constante aditiva geral, equivalente ao parametro [y numa regressao

linear).

e J4 vimos na alinea anterior que ji; = Y1, a média amostral das observagoes do primeiro
nivel do factor.

o2

e Também vimos na alinea anterior que V[i] = o Esta quantidade é estimada por
52 — QMRE
M1 ni
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f1—p1
e Logo, temos que 7\/m Nty -
Este ultimo resultado é o ponto de partida para a construgao dum intervalo a (1 —a) x 100%
de confianga para o parametro j;. Designando (como de costume) por t, /s (n—) O valor
que, numa distribuigao ¢-Student com n — k graus de liberdade, deixa & sua direita uma
regiao de probabilidade &, temos

H1—
Pl =tajpn-r) < \/ﬁ < toppn-k)y| = l—a
ni |
QM RE . QMRE |
<~ P a/2 n—k) ° < pp = < tOé/Q(n—k‘) . T = 1l—a
QM RE ) QMRE |
<~ a/2(n k) > 1 — g > _tOé/Q(n—k) . T - 1l—-a
) QMRE ) OMRE |
< P K a/2n k) < pr < M1+ta/2(n—k)' T = l—-«

Calculando os extremos deste intervalo de probabilidade para a nossa amostra (e recordando
que i1 = Y1) obtemos o intervalo de confianga referido no enunciado.

Para obter um intervalo de confianca para «;, segue-se um raciocinio em tudo analogo ao
acabado de referir. Agora,
e & =Y; —Yy;
e Como se viu na alinea anterior, V]a;] = o2 (n% + 1), que ¢ estimada por Via;] =
1
1 1y.
QMRE (n—1 + E)’

e Logo, temos que ———X=%i ¢ .
20, q QMRE(n*Il'FnL) n—k

A deducao do intervalo de confianca para «; é também em tudo anéloga ao que foi feita no

caso de pu1, substituindo u; por «y, fi1 por &; e \/QﬂglRE por \/QMRE <n% + n%)

3. Analise de Covariancia

1. Neste exercicio consideram-se os dados da data frame videiras. A variavel resposta é, em todas
as alineas, o comprimento da nervura lateral direita (NLdir) e o preditor, o comprimento da
nervura principal (NP).

(a) Os comandos R para obter a nuvem de pontos pedida, e o respectivo resultado, sao:

> plot(NLdir ~ NP, col=Casta, data=videiras, pch=16)
> legend(4,15,legend=1levels(videiras$Casta), £ill=1:3)
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Alternativamente, podemos também querer construir um grafico com, nao apenas cores
diferentes, mas também simbolos diferentes para cada casta. Eis uma forma possivel de
construir um tal grafico no R, usando os simbolos a que correspondem os codigos 16 (circu-
los), 17 (tridngulos) e 18 (losangos), como indicado na legenda.

> plot(NLdir ~ NP, col=as.numeric(Casta), pch=as.numeric(Casta)+15, data=videiras)
> legend(4,14,levels(v